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Suites de Lucas

Résultats admis

Dans tout ce qui suit, C = {A € R,A> + A — 1 # 0} et l'on suppose que A
appartient a C. Pour simplifier la rédaction, le candidat pourra utiliser la notation

A=+ -1

Les suites de Fibonacci (F,, n € Z) et de Lucas (L,, n € Z) généralisées sont
définies respectivement par
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Pour tout entier naturel n > 1,

Fo,(\) = m et (3)
Low(N) = (A—LHE/\—)l) @

Elles vérifient les propriétés admises suivantes pour tout entier n :

Frt(A) + (1= X = A)Fa(A) = Lo (), (5)
Ln-l—l()‘) + (1 —A- )‘Q)Ln—lo‘) = 5Fn()‘) (6)

a) I représente la matrice identité dans R?,

b) Ms(R) est 'ensemble des matrices carrées 2 x 2 a coefficients réels,

I

| Ot

c) J € My(R) représente une matrice non multiple de I et vérifiant J? =

1
d) On note R(A) la matrice définie par R(\) = J + (A + 5) L.



Comme d’habitude, R(\)" représente la puissance n-iecme de la matrice R(\).
A tout moment, le candidat peut utiliser la formule admise suivante, dite « formule
de Moivre », valable pour tout entier naturel n :

RO = F,(\) J + ;Ln@) I. (7)

L objectif de ce probléme est d’utiliser les propriétés des matrices R(\) pour en
déduire des propriétés des suites de Fibonacci et Lucas.
I Préliminaires

1. Calculer Fy(\), La(N).
2. Exhiber une infinité de matrices J qui satisfassent c).

3. Montrer que les matrices I et J sont linéairement indépendantes sur Dy (R).

Dans tout ce qui suit, J désigne une matrice quelconque vérifiant J*> = 2 1.
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II Formule de Moivre généralisée

4. Trouver deux polynémes @ et T de R[X] tels que
1 )

(X + X+ §)2 = (X%~ Z)Q(X) +T(X).

5. En déduire que R(\) vérifie ’équation suivante :

RO’ = (142 )R\ + (1 =X = A\H)1. (8)

6. Montrer que R()\) est inversible et montrer que

1 1 142A

BN =—eon? Tape

I. 9)

7. En utilisant la formule de Moivre, établir que pour n > 1,

2,1 (N) = LaVEL (V) + Li(V Ea(V)

2L, 11 (N) = 5F, (N FL(N) + L (A\) Ly (N). (10)

8. Montrer que la formule de Moivre reste valable pour tout entier négatif.
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III Quelques identités remarquables
9. Montrer I'identité suivante :

RO+ (1= A= A)T1=2JR(\). (11)

10. Soit W(A) = (A2 + X\ — 1)R(A\) 2. Montrer que

[—WO) = 27RO ot (T— W) = ?JR()\).

11. Montrer alors que pour tout entier n > 0,

znj(v + A= DFRON)" = F, (M) 1.

12. En déduire, pour n > 0, les valeurs de

n n

ST+ A =D F (V) et Y (NP A—DFL, o (V).
k=0 k=0

Pour £ > 1, on introduit

Li—1(\) Li(\)
Ak()\):det( ijk(A) Lkil(k)>'

On définit le polyndéme P de R[X] par

PX)=(1-X2=M)X>+(1+2\)X — 1.

13. Montrer que (Ag(A), k& > 1) est une suite géométrique dont on précisera le
premier terme et la raison.

Indication : on pourra utiliser la linéarité du déterminant par rapport a ses
colonnes.

14. En déduire, pour k£ > 1, la valeur de




On pose, pour tout n € Z,
F, = F,(0) et L, = L,(0).
On a aisément les propriétés admises suivantes :

FO = 0, F1 =1et Fn+1 = Fn+Fn—1
L() = 2, L1 =1 et Ln+1 = Ln —|—Ln_1
FnJrl +F,_1= Ln; Ln+1 + L,_1 =5F,

15. Montrer que, pour tout k£ > 1,

L4 2
zk ) = — J R(0)". (12)

R

16. Déduire des questions précédentes la propriété suivante : pour tout n € Z,
pour tout k£ > 1,

L4 5™
Fn — ) = Fn )
2 ( Lk; ) Lk2n 2nk
(13)
L4 5m
Lo, nk-
2n I ) L2 Lo

Une démarche similaire permet de démontrer les identités suivantes que 1’'on ad-
mettra.

Ly 9"
F27’L+1( Lk; ): Lk2n+l Lk(2n+1)’

(14)
L 5"

Lk )_ Lk2n+1 Fk(2n+1)'

L2n+1(
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IV Une touche de probabilités

Soit ¢ un entier impair et n > 0, on pose

_ Li Lajin—p)

Dk = pour k € {0,1,2,...,2n}.

2 Licon41)

17. Montrer que la suite (pg, k € {0,1,2,...,2n}) définit une probabilité.

Indication : on pourra chercher a exprimer Lion41) en utilisant les questions
12, 13 et les identités (14).

FIN DU PROBLEME



