CORRECTION

Exercice 1.

1. On reconnait une série alternée.

(1 . L.

La suite (—) est positive, décroissante et tend vers 0.

n
neN*

-1 n+l

Alors, d’apres le critere spécial des séries alternées,| la série Z

n>1

converge

2.1. Nous allons appliquer, comme I’indique 1’énoncé, le Théoréme d’intégration terme a
terme.

1 1
n+l 2n+2

1
On remarque tout d’abord que pour tout n > 0, f (1 - x)dx = 5
0

1
Cn+1)2n+2)
Alors, d’apres le cours, comme :

- pour tout x € [0, 1], Z (1 =x) = (1 —x) Z x*" qui est une série géométrique
n=0 n=0
de raison x> € [0, 1] et ainsi, la série Z x¥(1 — x) de fonctions continues sur [0, 1]

n=0

1 B 1 )
2 l+x’

converge simplement sur [0, 1[ vers la fonction x — (1 — x) - 1

.. 1 1 1
- la série Z converge car ~ .
— 2n+ DH2n +2) Cn+1D)2n+2) 4n
On peut appﬁquer le théoreme d’intégration terme a terme, et donc :

+00 1 , 1+ , U dy
z:;(fox (l—x)dx):fo(nz:(;x (l—x)]dx:fo —

2.2. Pour tout N € N,

Nt Yo 1
2n 1= d — _
;(Lx < x) ;(2n+1 2n+2)

2N+2 2N+2

RS

k=1,k impair k k=1,k pair

2N+2 (_1)k+1
k

k=1

On fait alors tendre N vers I’infini, ce qui donne :
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+00 +oo

—1ynt! 1 1 d
Z =D = Z ( f (1 = x) dx) = f = d’apres la question précédente.
— n 0 0 1+x

n=0
1
d
Il reste a calculer cette intégrale : f % = [In(1 + x)](l) = In(2) — In(1) = In(2) pour
0 X

obtenir :

3. Il s’agit dans cette question de déterminer I’ensemble des réels x pour lesquels la série proposée
converge.

Cela revient a trouver le rayon de convergence de la série entiere Z:(—l)”Jr1 —.
n

n>1

Par exemple :

n

e Si |x| > 1, alors la suite ((—1)"”—) diverge. Ainsi, la fonction ¢ n’est pas définie pour
n neN*

|x| > 1.

. |x" . L. " PP
e Si x| < 1, alors pour tout n > 1, < |x|" et la série Z |x|" est une série géométrique
n

n>1

o » X"
convergente. Ainsi, dans ce cas, la série Z:(—l)”+1 — est absolument convergente et ¢ est au
n

nx=1

moins définie sur | — 1, 1[.

e Si x = 1, d’apres la question 1., ¢(1) est bien définie et| (1) = In(2)

. L L. L. —-1)" .
e Si x = —1, le terme générique de la série proposée s’écrit (—1)"*! g = —— qui est le terme
n n
générique d’une série qui diverge.
Conclusion :| ¢ est définie sur | — 1, 1]
4.

4.1. Le dénominateur de la fraction rationnelle a intégrer étant 1 + x2, dans le cours, on sait in-

2x . . .
T2 Il faut donc faire apparaitre ces deux fractions rationnelles :
X

1 1 1
1- 1
f xdx:f dx—f T dx
0 1+x2 0 1+x2 0 1+.x2

1

tégrer soit >, soit

1+x

= [arctan(x)], — [% In(1 + x2)]
0

1
Z - 5 111(2)

4.2. - Une premiere facon de calculer la somme proposée est de faire comme dans la question
2.1. en appliquant le théoréme d’intégration terme a terme :
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1 1 -1y

° G DD ~ e et la série 2, it D2t ) est absolument convergente.
+00 1
e On remarque ensuite que pour tout x € [0, 1[, Z(—l)"x2”(1 —)=01-0—7,
o 1+x
et donc :
+00 1 1 +00
EB—D%JNfWI—@d%=L[(EB—D%MU—dex
n=0 0 0 n=0
1
1 -
= f a dx
0 1+ X2
a1
=——=1In(2).
;3@
- Mais on peut aussi commencer par calculer I’intégrale dans la somme :
(-1)"

1
toutn € N, (=1)" 71 -0 dx = '
pour tout n ( )j(:x (1 -x)dx Cn+1)2n+2)

En conclusion, on a donc :

RS -1y 1
S_ZRM+MM+D_4 3 )

Exercice 2.

Question de cours

Soit a un nombre réel. On note / =] — oo, a et f une fonction continue et intégrable sur /.

1. Comme la fonction f est continue sur / et d’apres le théoreme fondamental de I’analyse, la
fonction F, est de classe C' sur I et pour tout x € I, F 1) = f(0).

— Pour bien voir ce dernier résultat : si H est une primitive de la fonction f sur / (qui existe

puisque f est continue sur /), alors F;(x) = f f(®)dt = H(x) — H(a).

Comme H(a) est une constante, il vient naturellement :| VYx € I, F{(x) = H'(x) = f(x)

2. Comme f est continue et intégrable sur /, la fonction F est bien définie sur /.
L’idée est de se ramener a la question précédente.

On va couper cette intégrale en deux morceaux en introduisant un b € 1.

b X
Alors, pour tout x € I, F(x) = f f(de + f f(x)de.
—o0 b

b
Or, f f(t)dr est une constante et donc, d’apres la question précédente, la fonction F est de

classe C' sur I et pour tout| x €I, F'(x) = f(x)
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H ok ok ok ok ok

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note E, I’espace vectoriel des fonctions polyno-
miales de degré inférieur ou égal a n.

Pour tout k € [0, n]), on note ¢, la fonction réelle de la variable réelle t - ¢* et B = (ex)kefo.ny 1a base
canonique de E,,.

On note D I’endomorphisme dérivation de E, et Id I’endomorphisme identité de E,,.

3. Soient k € N.

La fonction f; est continue sur | — co, —1].

. 1 .
On a facilement |f,(f)] = o ([—2) par croissances comparées.
t 00

—+

1
Or la fonction ¢ — p est intégrable sur | — oo, —1].

On en déduit (Théoreme de comparaison) que :| V¥ k € N, f; est intégrable sur | — co, —1]

— Noter que cela entraine que pour tout k € N, les fonctions f; sont intégrables sur tout

C —1
intervalle ] — oo, c] ol ¢ est un réel quelconque : il suffit d’écrire que f fi(yde = f fi(H)de+

f fuo) dt.
-1

4. e On commence par vérifier que 1’application L est bien définie :
Pour toute fonction f de E,, t — f()e’ est une combinaison linéaire des fo, fi,. .., fo

En utilisant alors la question précédente, on peut affirmer que la fonction # > f(¢)e est inté-
grable sur | — oo, x] pour tout réel x, ce qui prouve que I’application L est bien définie.

e Prouvons la linéarité de L :

Soient f et h deux éléments de E, et A un réel. Alors, pour tout x € R,
LOSf + ) = f Af + Q0eldr

= Ade”™* f ) f(e'dt + e f ) g(ne'dr
= AL(f)(x) + L(g)(x).

Ainsi, L est une application linéaire.

< On aurait aussi pu dire que la linéarité de L découlait directement de la linéarité de I’inté-
grale.

Conclusion :| L est une application linéaire sur E,

5. Soit x € R.
La fonction t — f(f)e’ étant continue et intégrable sur ] —oo, x], en utilisant la question de cours,
X

on obtient que la fonction x — f(r)e' dt est de classe C' sur R et par suite, que g est de

—00

8/20



classe C' sur R.

De plus, toujours d’apres la question de cours, pour tout réel x, g'(x) = —g(x) + e f(x)e* =

—g(x) + f(x).

Cela revient a dire que :| g est solution sur R de I’équation différentielle : y" + y = f(x)

. Une fonction f est dans Ker(L) si et seulement si g = L(f) = 0.

Or d’apres la question précédente, g = L(f) < g +g=f.

Ainsi, f € Ker(L) &= f = 0g, ou O, est la fonction nulle de E, puisque g est nulle.

Conclusion : |  Ker(L) = {Og,}

7.1.

X

Pour tout x € R, L(ep)(x) = e™ f e'dt =e e = 1. Ainsi,| L(ey) = eg

—00

7.2. Soitk € [0,n—1].

7.3.

On va faire une intégration par parties, qui est licite car :

k+1

e les fonctions 7 — ! et t — e sont de classe C' sur R,

e la limite lim #*'e’

t——00

existe et vaut O par croissances comparées,

e les fonctions sont intégrables sur | — oo, ¢] pour tout ¢ réel.

X
e f Fleldr

e ([tk”e’]ioo - fx (k + l)tke’dt)

e (xk”ex —(k+ l)f tke’dt)

€1 (x) = (k + D L(e)(x).

Ainsi, on a donc pour tout x € R :

L(e+1)(x)

ce qui prouve bienque :| Vke[0,n—1], Llex1) = ery1 — (k+ 1) L(ey)

Pour montrer que L est un endomorphisme de E,, il reste a montrer que V f € E,, L(f) €
E,.

Or, comme on sait que L est linéaire et que & = (e, e, ..., €,) est une base de E,,, il suffit
de montrer que ¥ k € [0, n], L(f;) € E,.

Pour ce faire, nous allons raisonner par récurrence sur k € [0, n].

- Initialisation : d’apres la question 7.7.1., L(ey) = ey € E,, donc la propriété est vraie
pour k = 0.
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- Hypothese de récurrence : Supposons que pour un k € [0,n — 1], L(e;) € E,,.
Montrons maintenant que L(ex,1) € E,,.
D’apres la question précédente, L(ey. 1) = exy1 — (k + 1) L(ey).

Alors, en utilisant hypotheése de récurrence et le fait que E, est un espace vectoriel,
on obtient que L(e;,) est un élément de E,,.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence,| pour tout k € [0, n]], L(e;) € E,

Ainsi, d’apres la remarque faite au début de la question,| L est un endomorphisme de E,

8. D’apres la question 6., L est injective.

On vient de démontrer que L est un endomorphisme de E, qui est de dimension finie, et donc,

L est un automorphisme de E,

9. Recherche des sous-espaces propres de L.
Soit A une valeur propre de L et f un vecteur propre associé.

9.1.

D’apres la question 6., L est injective, donc 0 n’est pas valeur propre de L.

9.2. Puisque f est un vecteur propre associ€ a la valeur propre A, la fonction f vérifie L(f) =

9.3.

94.

Af.
En utilisant la question 5., Af est solution de 1’équation différentielle y’ +y = f.

Autrement dit, f vérifie Af" + Af = f,ce quirevienta Af" + (41— 1)f = 0.

Conclusion :|  f est solution de I’équation différentielle (x)

1
Comme A # 0, I’équation différentielle se réécrit y + (1 - Z) y=0

Donc :

e Si A = 1, alors I’équation différentielle se réécrit : y* = 0, dont les solutions sont les
fonctions constantes.

: . : 14l
e Si A # 1, alors les solutions sont les fonctions x — Ke( ”ﬂ)x, avec K € R.
e Si A =1, alors les solutions sont constantes et sont donc polynomiales.

1
e Si A # 1, les fonctions x — Ke(=1*1)* ne sont polynomiales que si K = O car —1 + — ne
s’annule pas.

Ainsi,| les seules solutions polynomiales de I’équation () sont les fonctions constantes
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10.

11.

12.

9.5. Soit A une valeur propre de L et f un vecteur propre associé.
Alors f est polynomiale (dans E,) et est solution de ().
Ainsi, d’apres la question précédente, la seule possibilité est 4 = 1 et f € Vect(ey).

Conclusion : ’endomorphisme L n’a qu’une seule valeur propre, et le sous espace
propre associé est de dimension 1.

Comme E, est de dimensionn+1 > 1 (carn > 2),onen déduitque| L n’est pas diagonalisable

Soit f € E, et g = L(f).

Onavualaquestion5.que:g=L(f) < g +g=f < D+Ild)(g)=f

Mais aussi, g = L(f) &= f = L '(g) puisque I’on sait que L est un automorphisme de ED,,.
On en déduit alors que L™ = D + 1d.

Pour tout k € [1,n]], L™ (ex) = (D+Id)(ex) = kex_y + ex, et L™ (ep) = e.

Donc
1 1 O 0
01 2 :
M=(: 0 1 0
n
00 - 0 1

La matrice M est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont tous égaux a 1.

Donc| SpL™") = {1}

Ensuite :

Aest valeur propre de L si et seulement s’il existe f € E, \ {Og,} telle que L(f) = Af, soit encore

%f = L7'(f).

1
Autrement dit A est valeur propre de L ssi 1 est valeur propre de L.

Conclusion :| Sp(L) = {1}

Exercice 3.

. D’apres les relations coeflicients racines, les racines, on a, en notant r; et r, les racines de

I’équation :

rirp=-1(1)
et
ry+nrn= 1 (2)
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Comme le discriminant A = 5 > 0, les deux racines sont réelles et de signe contraire d’apres

(1).
ey . 9 2 2 . 9z . ) N 1
En utilisant les notations de 1’énoncé, les deux racines s’écrivent donc, d’apres (1) : y et ——.
Y

-1 1
Deplus,y=1-—=1+—->1
Y Y

. Soit (a,) et (b,) définies par by = 0, by = 1, et les relations de récurrence :

Ay = bn
Yn eN,
bn+l =a,+ bn

2.1. Soit n un entier strictement positif. Alors a, = b,_, donc b, = a, + b, = b,—| + b,,.

1 1
2.2. e Pour la premiere, en prenant n = 0, on trouve by = T (1 — —) # 0, donc cette expres-
5 Y
sion ne convient pas.

. . P . 7z N M 1
e Comme les racines de 1’équation caractéristique associée a la suite (b,) sont y et ——,
Y
="

0 .

I’expression doit &tre une combinaison linéaire de y" et La seconde expression est

- o 1 . .
une combinaison linéaire de (—y)" et —, ce qui ne convient pas.

Ainsi,| la troisiéme expression est I’expression correcte

2.3. Par définition des suites (a,) et (b,), pour tout entier naturel n, a,., = b, =

%
%

De plus, ap = by — by = 1, et

o, 1 =L(y+l)

V5 y A5 5 Y
L (1+N5 2
__5( 2 +1+\/§]
_L(1+\/§+1—\/§)

5 2 2

=1

Yy~ D

Donc,| VneN,a, = +

V5 yrlas

2.4. On peut soit procéder par récurrence, ou bien utiliser les expressions trouvées précédem-
ment :
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Soitn € N,
n—1 1) n+1 -1 n+l
A VR G G
\/g yn—l \/§ \/g ,yn—l \/g
n—1 ,yn+l
+

V55

Y 1)
= ’}/ + —

\/5( Y

= y”

en répétant le calcul de la question précédente.

a, + b,y =

1 = .
3. En posant M = ((1) 1), on vérifie alors directement que V,,,; = M V,.

4. Le polyndome caractéristique de M est

XM(/l)—‘_l 1-1‘—4 A1,

Or, ce polyndme a deux racines y et —— qui sont distinctes (une est strictement positive, 1’ autre
strictement négative). Il est donc scindé a racines simples. La matrice M est diagonalisable.

On aurait aussi pu dire que comme M est une matrice symétrique réelle, elle est diagonalisable.

1
Les valeurs propres de M sont y et ——.
Y

De plus,
M(x)=y(x)(=> ye = y=7;c = y=7yx
y y X+y=7yy O=yx—yx—x

Donc E, :Vect((?l/)).

De méme on trouve E_; :Vect((_ly)).

5. Pour prouver que pour toutn € N on a la relation M" = a,, I,+b,, M, on effectue un raisonnement
par récurrence sur I’entier naturel n.

- Initialisation : comme ay = 1 et by = 0, on a bien M° = ay I, + by M.
- Hypothese de récurrence : supposons que pour n > 0,ona: M" =a, L, + b, M.
Alors
MY = MM
=M, + b, M)
=a, M + b, M*
=a,M+b,(I, + M)
=b,L+(a,+b)M
=an L +b M
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Ainsi, la formule est vraie au rang n + 1.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence :| VneN, M"=a,L, +b, M

6. Soitn € N.

On commence par donner une autre expression de C,, en utilisant la question précédente :

g e )
s ek

k N
z .. z z y ‘}/ z ... z e -
Or, la série de terme général 1 converge vers e” et la série de terme général

converge

_1
vers e .

Il en résulte que la suite (C,),en converge vers

( e’ ye 7] e —e7
M

Y v
7. Comme M est diagonalisable, il existe une matrice P inversible telle que M = PD P™', avec
vy 0

1
0o —L|

Y

Or, on montre par une récurrence simple que pour tout n € N, M" = PD" P™'.

D=

Cela nous permet d’écrire que pour tout entier naturel 7 :

o M- S DR
C, = k'—P(Zk!]P

k=0 k=0

nok n N
(A0, S (0 o))
‘szz(o 0)+ Kl (0 I)P

k=0 k=0

En passant a la limite lorsque » tend vers I’infini et en utilisant la continuité de la fonction
M+ PM P, on trouve

e’ 0 o o
cC=P _1|PT =PAP
0 e

et C est bien semblable a la matrice A.
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Exercice 4.
1. D’apres le cours, pour démontrer que (|) est un produit scalaire, il faut prouver qu’il s’agit
d’une application bilinéaire symétrique, positive et définie.
- Symétrie : soient (P, Q) € E*.
Ona (PIQ) = )" P(a))Q(a)) = ) Qa)P(a;) = (QIP) et (|) est symétrique.
Jj=0 J=0

- Bilinéarité : soient (P, Q,R) € Elet1eR.

(AP + QIR) = > (AP + Q)(a)R(a))
J=0

=A Z P(GJ)R(a/) + Z Q(aj)R(a/)
j=0 J=0
= A(PIR) + (QIR)

ce qui prouve la linéarité a gauche.

Par symétrie, on a la bilinéarité.

- Positivité : soit P € E, (P|P) = Z P(a;)* > 0.
=0
- Définition : soit P € E tel que (;IP) =0.
Alors Zn: P(a;)* = 0 donc pour tout j € [0,n], P(a;) = 0.
=0
Ilen ré]sulte que P admet n + 1 racines distinctes.

Comme P est de degré au maximum 7, il ne peut avoir au maximum que # racines et donc,
c’est le polyndme nul.

Conclusion :| (]) est un produit scalaire sur £

2. Soit P € E. ) )
(PIPo) = )" P(a)Po(a)) = )" P(a))
j=0 =0

n

X -
3. Pour tout j € [0, n], on considere le polyndme L;(X) = i .
' o i T Gk
k#j
3.1. Soit (i. ) € [0.n] tel que i # j. Alors Lj(a) = | | “—= = 0cari # j.
w0 @ T Ak

k#j

En fait, pour tout i # j, X — a; est en facteur dans L;.

n

Ensuite, pour i = j, Li(a;) = H
. 0.
k=0 )

k#j

aj—ak_l




3.2. Soit (i, j) € [0,n]* avec i # j. D’apres la question précédente,
(Li|Lj) = Z Li(ak)Lj(ak) = Li(ai)Lj(ai) + Li(aj)Lj(aj) =0.
k=0
Donc la famille % est une famille orthogonale.

3.3. Comme & est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, elle est libre. Comme Card(%#) =
n+ 1 =dim(E), c’est une base de E.

De plus, pour tout i € [0, n]],

(LiL) = ) L)’ = Li@)” = 1.
k=0

et,| A estune base orthonormale de E

34. Soit P e E.

Comme 2 est une base orthonormale de E, les composantes de P sont données par :

(PIL) = ) Plap)Li(ay) = P(a)

k=0

Ainsi,| P = Z P(a)L;
=0

3.5. On remarque que Py = Z L; car pour tout i € [0, n]], Po(a;) = 1.

j=0

4.1. Lapplication ¢ : P € E +— (Py|P) = ZP(a ;) est linéaire car le produit scalaire est
j=0
bilinéaire.

Donc| H =Ker(¢p) est un sous-espace vectoriel de £

4.2. D’apres le cours, on a H =Vect(Py)*, donc| H™* = Vect(Py)

Comme dim(H*) = 1,ona| dim(H) =dim(E)-1=n
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5.1. D’apres le cours, on sait bien projeter orthogonalement sur un sous-espace lorsque I’on a
une base orthonormale de ce sous-espace.

Py Py
[ Poll Vn+1

Ainsi, le projeté orthogonal de Q sur H* est donné par

Comme ||Py|| = Vn + 1, le vecteur R = est une base orthonormée de H™.

1 1 < 1 <
(QIRIR = ——(QIP))Py = —— ,Z;‘ Qlaj)Py = ; 0(a))

n+14

soit

1 n
Pi(Q) = —— ; 0(a))

5.2. Enfin, la distance de Q au sous-espace vectoriel H est égale a la norme du projeté ortho-
gonal de Q sur H* :

1
- v+ 1[4

1 n
d(Q, H) = Hm Z;‘ Q(a;)P,
]:

i O(ay)
j=0
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