IV. Souvent seulement le tout début a été abordé. Le 17 est assez intuitif mais il s’agit de
correctement justifier le passage a la limite. Certains justifient I'existence de a) en expliquant
que e_yf est p.p. par composition de e_y et de f grace a la question 16, malheureusement il
s’agit la d’un mauvais emploi du terme composition. Ceux qui ont abordé la question 22 n’ont
pas vu que le résultat découlait des questions 17,de la linéarité et d'un calcul similaire a celui
fait au début du 11(b). Le reste n’a pas été réellement abordé.

V. Cette partie permet d’exprimer ses compétences sur les équations différentielles. Les can-
didats ’ayant abordée ont surtout testé les questions 33 et début du 35. Dans la question 33
(ou méme 35(a)), il était autorisé de rappeler sans démonstration 'expression des solutions
puisqu’elles font partie d’un cours basique d’équations différentielles linéaires. Nanmoins, si le
candidat choisit de faire une démonstration, le jury attend qu’elle soit menée en toute rigueur.
Ainsi, si on choisit de résoudre 2’ = ax par séparation (ce qui va exiger une division par z(t)),
le candidat doit expliquer que les solutions ne s’annulent jamais (mis a part la solution nulle).
Rappelons au passage que pour une fonction, étre non nul est différent de ne jamais s’annuler
(cf. sin). Parfois la (les) constante(s) intervi(enn)ent de maniére incorrecte, voire est (sont)
absente(s). Dans le 33(b), la discussion selon le signe de la partie réelle de a n’a pas toujours
été abordée. La question 35 a été largement préparée dans le (a), et aussi dans le (b) pour
ceux qui 'ont abordé, méme s’il s’agit de correctement justifier la majoration de 'intégrale (ce
qui exige que les bornes soient dans le bon sens), et si bien entendu il ne s’agit pas de diviser
abusivement par z(s), ni de multiplier des inégalités sans s’assurer du signe des termes par
lesquels on multiplie (il fallait donc travailler sur la valeur absolue des termes, et non sur les
termes).

3.2.3 Quelques éléments de correction

— |. Préliminaires. -

1. Les fonctions ey sont toutes continues de R dans C par composition de =
mapsto\r avec 'exponentielle. Pour tout z réel, |ei(z)| = [¢*| = 1, de sorte que la fonction
e1 est bornée. Ainsi, e; € BC?(R, C). Par ailleurs, |e1i(x)| = [¢/!T)?| = ¢7®, donc en faisant
tendre z vers —oo, nous constatons que ejy; n’est pas bornée ; ce n’est donc pas un élément de
BC°(R,C).

2. Lorsque x est réel, le complexe nz + i est de partie imaginaire égale a 1, donc il est non nul,
ce qui justifie que fy, est bien définie et continue de R vers C (en tant que fraction rationnelle
dont le dénominateur ne s’annule pas sur R). Nous avons, pour & non nul et n > 1 :

bl 1
V)2 +1  |nx]  n

7

la majoration étant encore valable si x = 0, ce qui justifie d'une part que chaque fonction f,

est un élément de BC°(R,, C), et d’autre part que, pour tout n > 1, || fn o < —. Cette inégalité
n

démontre que la suite (f,,)n>1 converge uniformément vers 0.

3. D’apres le rappel, les fonctions f et g sont nécessairement continues bornées. Nous avons, pour
tout x € R et tout n>1:

(@) gn ()= f (2)g(2)| = |fn(2)(gn(2)=g(2)) = (F(2) = fn(2)) g (@)] < [ fnllcollgn—3lloo+lIgllcoll fn=Fllco-
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De plus, puisque la suite (|| f5, — f|loo)n>1 converge vers 0 et que pour tout entier n, || fy|loo <
Il — Flloo + 11 f]l oo, on en déduit que la suite (|| fn|loo)n>1 €st majorée par une constante M (on
peut également remarquer qu’elle converge vers || f||« pour conclure). Nous obtenons ainsi :

angn - ngoo < M”gn - gHoo + HgHoonn - fHoov

et on conclut en constatant que le terme de droite tend vers 0.
(a) T s’agit de I'uniforme continuité de la fonction f,.

b) On écrit, pour tout (z1,x2) € R? satisfaisant |2, — 29| <7, :
U]

[f (@)= f(21)] < [f(w2) = ful@2) [+ fn(22) = (@) |+ [ fn(21) = F(21)] <2/ f=falloote/3 < e

Ceci donne bien 'uniforme continuité de la fonction f.

Nous proposons deux démonstrations.
Premieére démonstration. Cet énoncé se démontre par récurrence sur n. L’hypothese de ré-
currence au rang n, H(n) est la suivante :

soit (A1, ..., A\,) € C" tous distincts. Alors la famille (ey,,...,ey,) est libre dans C°(R, C).

Puisque la fonction exponentielle est non nulle, I’énoncé est vrai pour n = 1. S’il est vrai pour
n

n — 1, supposons que l'on ait une relation Z agey, = 0, en dérivant cette relation on obtient

k=1
n

LZ agAgey, = 0, et donc par combinaison linéaire :
k=1

Z ap(A, — Ap)er, = 0.
k=1

Dans cette relation, le terme pour k = n est nul, I'hypothese de récurrence permet donc d’ob-
tenir que tous les ay (A, — M), et donc tous les ay, sont nuls lorsque k < n — 1, puisque \g # A,

si £ < n. Il ne reste donc qu’un seul terme, le coefficient devant est donc nécessairement nul.
n

Deuxiéme démonstration. Supposons que nous ayons une relation Z agey, = 0. Les fonc-
k=1
tions étant toutes de classe C*°, on peut dériver autant de fois que nécessaire, et nous obtenons,

en dérivant ¢ fois, aprés division par i :
n
VIEN, > aphien, =0.
k=1

On évalue cette relation en 0, pour chaque ¢ € {0,...,n — 1}, on obtient ainsi un systéme de
Van der Monde dont il est connu que la matrice est inversible lorsque les )\; sont deux a deux
distincts.
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— Il. Quelques propriétés concernant les fonctions périodiques. —

6. Nous proposons deux démonstrations.

T+t
Premiére démonstration. Introduisons la fonction H : R — C d’expression H (t) = / h(s)ds =
t

T+t t
/ h(s)ds — / h(s)ds. La seconde forme montre que H est de classe C! puisque h est conti-
0 0

nue, puis que H'(t) = h(t+T) — h(t). Or la fonction h étant T—périodique, il vient que H' = 0
sur l'intervalle R, et donc que H est constante sur R.
Deuxiéme démonstration. La relation de Chasles permet d’écrire que :

/tt+Th(S)ds—/tOh(s)ds+/OT h(s)ds+/Tt+Th(s)ds,

Dans la derniere intégrale, on pose s = v+ T, puis on utilise la périodicité de h pour écrire que
h(u+T) = h(u). 11 vient alors :

/t+T h(s)ds = /Ot h(u+T)du = /Ot h(u)du.

Jr
Reportant ceci dans I'expression précédente, en changeant la lettre muette u en s, le résultat
s’ensuit.
7. (a) L’ensemble des périodes de la fonction cos est 27Z, celui de la fonction ¢

mapsto COS(Bt) est 27TQZ, donc 2mq est une période commune aux deux fonctions, et donc
une période de g.

(b) Puisque cos(t) < 1 pour tout réel t, go(x) = 2 équivaut aux deux assertions cos(x) =1 et
cos(ax) = 1. La premiere équivaut a Uexistence d'un k € Z de sorte que x = 2k7 et la

seconde a l'existence d'un ¢ € Z de sorte que ax = 2¢w. Bien entendu, x = 0 convient.
Cherchons les autres solutions. Si x est une solution non nulle, alors k est non nul, et donc

par division des relations, nous obtenons o = T ce qui signifie que « est rationnel, ce qui

n’est pas. Ainsi, I’équation g, (r) = 2 a une solution et une seule, qui est 0, ce qui interdit
la fonction g, d’étre périodique, car si elle admettait une période 1" > 0, nous aurions
9a(T) = go(0) = 2, et nous savons qu’il n’existe aucun nombre 7' > 0 satisfaisant cette
relation.

(¢) La question précédente démontre que Per(R, C) n’est pas stable par somme, ce n’est donc
pas un s.e.v. de C°(R, C).

8. (a) Tout d’abord, constatons que CH(R,C) est un sous ensemble de I'e.v. BC*(R,C); en
effet, tout élément f de C3(R,C) est borné sur [0;7] par compacité de cet intervalle et
continuité de f, puis la périodicité assure que f(R) = f(][0;7T]), donc f est bien bornée
sur R. Par ailleurs, introduisons pour tout x réel la forme linéaire ¢, : BCO(R, C)—C
d’expression p,(f) = f(z+T)— f(z). Dire que f € BC°(R, C) est T—périodique consiste
a dire que ¢, (f) = 0 pour tout x € R. Ainsi :

C%(Rv C) = ﬂxeRKel“(SOm)a

de sorte que C’%(R, C) est bien un s.e.v. comme intersection de s.e.v.

(b) Puisque |¢.(f)| < 2] fllco, on voit que les formes linéaires ¢, sont continues de sorte que
leurs noyaux sont fermés comme images réciproques du fermé {0} par des fonctions conti-
nues. Ainsi C3(R, C) est fermé comme intersection de fermés (on peut vérifier également
a la main que C%(R, C), en se souvenant que la convergence uniforme implique la conver-
gence simple). Etant un fermé du complet BCO(R, C), il est donc lui-méme complet.
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9.

10.

11.

(A1) implique (A2) : en effet, si F' est périodique, elle est bornée car continue (cf question
8(a)). Démontrons que (A2) implique (A3). Soit M un majorant de |f|. Par la relation de
Chasles et la question 6, nous avons pour tout n € N* :

n=1 .(k+1)T T
F(nT) - F(0) =Y / F)dt =n / Fb)dt.
=0 kT 0
On en déduit :
T
VneN*, 0< / foyar <24
0 n

ce qui donne le résultat en faisant tendre n vers +oo. On démontre que (A3) implique (A1)
en s’appuyant de nouveau sur la question 6. Pour tout réel ¢, nous avons :

F(t+T)— F(t) = [ T psyds = /0 " Hs)ds =0,

ce qui conclut.

On remarque tout d’abord que f est continue sur le compact K = [—1,7 + 1] donc elle y est
uniformément continue en raison du théoreme de Heine :

Ve>0, 30>0, VY(r,y)e K% (z—y|<d)=(f(x)-fly)|<e).

Quitte & le diminuer, on peut supposer que ¢ est inférieur & 1. Soit désormais (x,y) € R?
satisfaisant |z — y| < 4, introduisons k la partie entiere de y/T', et posons enfin @’ =z — kT et
y' =y — kT. Tout d’abord, nous avons |2’ — /| = |z —y| < §. De plus, par définition de k, nous
avons y' € [0;T[ donc ¢’ € K, et |2/ — 3| < <1 de sorte que 2’ est minoré par 3/ — 1, donc
par —1, et majoré par ¢ + 1, donc par T + 1. Ainsi, 4/ € K. Nous pouvons en conclure que :

If@) = f@)l <e.

On remarque enfin par la périodicité de f que f(z') = f(z) et f(v') = f(y), ce qui nous donne
le résultat escompté.

N.B. : On peut également appliquer Heine sur [0; 7] et conclure par périodicité, en prenant soin
de constater que si seul 'un des deux translatés est dans [0; 7], on aurait un coup d’inégalité
triangulaire a appliquer en 0 ou en 7.
(a) En posant z =z — t, puis en utilisant la question 6 (la fonction z

mapstoK, (x — z) f(z) est 2r—périodique), nous avons :
1 T+ 1 g

Kn(2)f(@ = z)dz =5 [ Kn(2)f(2 = 2)dz.

fule) = 2 |7 Koe — 0)f(1)dt

:271' -7 :ﬁ T—7

(b) Supposons en premier j non nul. Nous avons alors :

I 1 [evt]”
L= L[] -
21 J—x 21 | 1y
—T
™

. .1 , .
et lorsque 7 = 0, on a ¢g = 1 d’ou o ej = 1. Par conséquent, en appliquant deux
J =T

k
1 ™
fois la linéarité de I'intégrale, nous obtenons d’abord que o ( Z ej> vaut 1, puis
TJ)_x\ .
J=—k
le résultat demandé.
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(c)

(d)

(e)

()

(g)

A Taide des sommes de suites géométriques, en remarquant que e est différent de 1, nous
obtenons successivement :

k e(k-i—l ke
J:Z—: J—Z—:k ) el
puis
1 L T el » L 2cos(nz) —2  sin? (%)
K, (1) = — iz o : — i inx nzT_9 2
nkn(z) e —1 (6 e —1 1—e i > (efr —1)2 (e )= (2i 811(1(9[:/2))2 sin? (%)
Le (b) permet de constater que f(z) = f(z 2 / K, (t) 27r/ f(x t)dt, on

conclut alors par (a) et la linéarité de I'intégrale.

La question 10 assure que f est uniformément continue, ce qui donne la premiere partie.
Ensuite, grace au (d), puis en notant que K, (¢) est positif en vertu de (c), nous obtenons :

1

ula) ~ F@) < 52 [ =0 F@IKa(b)at

On découpe l'intégrale en deux morceaux, selon que |t| < 7. ou que 7. < |t| < 7. Pour la
premiere intégrale, nous avons :

1 1 1
— —t)— K,Ltdtg—/ K, (t)dt < —/ K,(t)dt =«.
57 o @0 I@E0a s o [ emna <y [ K=<

Pour la seconde, en remarquant que sin? est strictement positive et croissante sur [n. /2, 7/2],
nous avons, pour tout ¢ satisfaisant 7. < [t| <7

! < ! .
nsin?(t/2) ~ nsin?(n./2)

Kn(t) <

Le résultat s’ensuit, puisque |f(x —t) — f(z)| < 2||f]|co-

Nous constatons que l'on en déduit que || f,, — f||co < 2¢ pour tout n dépassant %
€
de sorte que (fy)n>1 converge uniformément vers f.
Nous avons :
n—1 n—1 n—1
nky = Z Z €= Z Z Ljiekei = D {ej > 1|j<k} = > (n—lie;
k=0 j=—k k=0 j=—(n—1) j=—(n—-1) k=0 j=—(n-1)
d'ou B =1— ‘J‘ pour tout n € N* et j € {—(n—1),...,n—1}.

La question precedente démontre que chaque f, est un polyndéme trigonométrique géné-
ralisé. Soit £ > 0 arbitraire. Le (e) démontre en particulier que pour tout entier n > 1 :

2[| f]loo
— < _ J e
an fHOO SE+ nsinz(n5/2)
2
On choisit un entier n. de sorte que % < e. Alors pour tout n > ng, nous avons
ne sin®(n:/2)

| fr. — flloo < 2. Ceci est bien la convergence uniforme de la suite (fy)n>1 vers f
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(h) Pour pouvoir appliquer le (g), on se raméne & une fonction 27 —périodique. On pose ainsi

flz)=g 2—1’), ce qui définit une fonction continue T'—périodique, a laquelle on associe
T

. . . , . 2
la suite (fn))n>1 qui converge uniformément vers elle. On pose ensuite g, (z) = fp, <?IL’)
pour chaque x € R et n € N*. Puisque x
T
mapst02—x est une bijection de R sur lui-méme, nous avons ||g, — 9|lco = ||fn — flco, ce
T

qui démontre que (g,), converge uniformément vers g. On explicite enfin g, :

i) = ho () =52 [ 50 Buges (o 1) 50t = X (Sngermyyr(@)ys [ 0500

|jl<n—1 ljl<n—1
Or:
1/ 1 /7 T 1 /T/2
g | et = o [ eng (Ge)a=g [ e @)= o)

T
ou l'on a posé z = 2—t. Rassemblant, nous obtenons :
™

T
lilsn—1
ce qui démontre que g, est bien un polynéme trigonométrique, dont on a exprimé les
coefficients en fonction des coefficients de Fourier de g.

12. (a) Soit f: R — C une fonction périodique continue ayant une limite en 400, que I'on note
¢. Soit & € R arbitraire et n € N*. La périodicité de f assure que f(x) = f(z+nT), et en
faisant tendre n vers I'infini, nous obtenons f(x) = ¢, ce qui démontre que [ est constante.

(b) Jenote gj = f;(.+Tn+1)—f;- D'une part, on remarque que g; est T;—périodique et d’autre

N+1

part que g = Z g;j- De plus, par Ty —périodicité de fy41, nous avons gny41 = 0. Ainsi,
j=1

g apparait corjnme la somme des N fonctions périodiques gj, pour 1 <j<N.

(c) L’énoncé a démontrer par récurrence est vrai pour N = 1, en vertu du (a). S’il est vrai
au rang N, prenons une fonction f somme de N fonctions périodiques et ayant une limite
£ en 4+o00. On écrit f = f1+ ...+ fn+1, et, avec les notations du (b), la fonction g est
somme de N fonctions continues prériodiques, et a pour limite £ — ¢ = 0 en 4o00. Grace
a 'hypothese de récurrence, g est constante et donc nulle. Cela signifie que f est en fait
Tn1—périodique, et puisqu’elle a une limite, I’hypothese au rang 1 conclut que f est
constante.

(d) Soit f une telle fonction. On définit g : R — C d’expression g(x) = f(—x). La fonction ¢
est une somme finie de fonctions continues périodiques, et a la limite ¢ en 4+o00. Le point
précédent assure que g, et donc f, est constante.

13. (a) Soit pg la valeur de la constante. Nous avons pour tout réel ¢ : ¢, p(t)| = |P(t)| = |pol-

(b) On commence par enlever les termes pour lesquels P; est nul, ce qui ne change rien a la
somme, puis on se retrouve avec une somme (finie) de termes tous bornés en raison du
(a). La somme est par conséquent bornée.

(c) 1. SiQ est constant (non nul), il suffit de prendre par exemple £y = |Q(0)|/2. Sinon, par
la contraposée de la question 12, ) étant une somme finie de fonctions périodiques et
qui n’est pas nulle, elle ne tend donc pas vers 0 en 400, ce qui donne un €; > 0 et une
suite (¢, )n>1 tendant vers oo telle que |Q(t,,)| > €1. De méme, il existe €3 > 0 et une
suite (¢, )n>1 tendant vers —oo telle que |Q(t),)| > €2. On pose enfin eg = min{ey,ea}.
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ii. Commengons par le second cas. On décompose la somme de gauche avec les indices j
variant de 1 & m, puis de m + 1 a N. Nous avons tout d’abord :

m m

S ertBy () = et Y P (1)
j=1

j=1
Soit N’ le maximum des degrés de P, ..., P, ce qui est un entier puisque les Pj sont
N/
supposés non nuls. On écrit P;(t) = Z A/Mtk , de sorte qu’au final :
k=0

m N’
t k
Z Phj P (t) = et Z ¢ Qk(t)’
j=1 k=0
m .
ot 'on a posé Qp(t) = Z ﬂ/j_ykewﬂt. Q; est un polynome trigonométrique (généralisé),
=1
et par définition de N’, au moins un des 7;,n est non nul ce qui assure que Q n’est
pas nul. Passons a la derniere somme. Nous pouvons ’écrire sous la forme eo‘th/)(t),

avec :
N

Y(t)= Y ePfitelmaip (),

Jj=m+1

Les ¢t sont de module 1, et puisque a; — ay < 0, chaque terme de la somme tend
vers 0 en +o00. Dans le premier cas, on peut prendre en fait ¢» = 0 et on fait le méme
raisonnement en remplacant m par .

iii. Le terme précédent peut s’écrire sous la forme ‘N (Qn+(t) + R(t)) avec R qui tend
’
vers 0 en 4+00. Supposons que o > 0, ou bien oy = 0 et N’ > 0, alors e®tt» tﬁ’ tend vers
+00 lorsque n — +oo, |R(t,)| < £/2, et donc |Qn/(tn) + R(tn)| = QN (tn)| — | R(tn)] =
N
€0/2 pour n assez grand, ce qui démontre que Z ®u;,p;(tn)| tend vers +oo et donc
j=1
n’est pas borné. Nécessairement il vient alors soit a1 < 0, soit oy = 0 et N/ = 0.
iv. Cette fois, on regroupe ensemble les (derniers) indices j pour lesquels o; = a, et 'on
regarde en —oo. Un raisonnement analogue permet d’obtenir que ay > 0 (et méme
d’étre plus précis, mais ce ne sera pas utile). Par conséquent, nous avons :

0>2a1>2...2ayn =0,

ce qui démontre que tous les a; sont nuls. Ensuite, on récupere N "= 0, et donc que
tous les polynomes sont constants.

— 1. Etude de PP et de ses éléments. —

14. (a) Puisque tout polynome trigonométrique généralisé est dans Vect(Per(R, C)), toute limite
uniforme d’une suite de polyndmes trigonométriques généralisés sera presque-périodique.
Réciproquement, étant donné f € PP(R,C) et ¢ > 0, il existe g € Vect(Per(R, C)) telle
que ||f — g|| < /2. Alors il existe un entier n > 1 et n fonctions continues périodiques

n

Jis--.,9n telles que g = Z g;. Appliquant la question 11 a chaque g;, on trouve pour
j=1
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15.

16.

(b)

chaque j un polynéme trigonométrique généralisé Q; tel que ||g; — Qjl/cc < &/(2n). Alors,
n
en posant Q = Z Q;, nous obtenons un polynéme trigonométrique généralisé pour lequel

j=1
IIf — Qll < ¢, puisque :

1 = Qlloe < I = glloo +llg = Qlloo < IIf = glloo + D 195 — Qjllos <&

J=1

Passant & adhérence dans la relation entre espaces vectoriels PTG(R, C) € BC(R, C),
nous obtenons que PP(R, C) est un s.e.v. fermé de BC°(R, C) (I'adhérence d’un s.e.v.
est bien un s.e.v.). Comme fermé d’un complet, il est alors complet.

f (resp. g) apparait comme limite uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques généra-
lisés (fn)n (resp. (gn)n). L'espace des polynémes trigonométriques généralisés étant stable par
produit interne, f,g, en est un pour chaque n. Alors la suite de polynémes trigonométriques
généralisés (fngn)n converge uniformément vers fg en vertu de la question 3, d’ou le résultat.

(a)

(b)

(c)

n
On écrit f(z) = Z araz®. Alors fog:x
k=0
n
mapsto Z ar(§(x))*. g étant un élément de PT'G(R, C), e.v. stable par produit interne,
k=0

on en déduit que f o § est également un élément de PTG(R, C).

g(R) est un borné, son adhérence est donc compacte. Prenons une suite de polynoémes
(fn)n convergeant uniformément sur K vers f. Nous avons alors :

[fu(3(2)) = £(3(2))] < sup [ fuly) = f(»)],

yekK

ce qui démontre, en passant au sup a gauche, que (fn o §)n converge uniformément sur R
vers f o g. En vertu du (a), f, o § est un polynéme trigonométrique généralisé pour tout
n, ce qui permet de conclure.

La fonction g est bornée sur R, on introduit M = ||g||c + 1 et K; = [—M, M], qui est
un compact de R. En raison du théoreme de Heine, sur ce compact f est uniformément
continue. Soit € > 0 arbitraire. Il existe 6. €]0; 1] tel que pour tous (u,v) € K7, I'hypothése
lu — v| < 0 assure que |f(u) — f(v)] <e.

On peut alors trouver un polynéme trigonométrique g- tel que ||g — gelloo < dec. En vue
d’appliquer le (b), notons que I'on peut toujours supposer que g est a valeurs réelles. En
effet, si ||g — ge|lo < O, nous avons également [|g — gclloc < Je, et donc, en notant que
g =g, il vient :

< de.

’ o0

1 _
Hg - 5(95 +gs)

1
Ainsi, §(g€ + gz) est un polynéme trigonométrique généralisé a valeurs réelles convenant,

et quitte a remplacer dans ce qui suit g. par ce dernier, nous supposerons que g. est a
valeurs réelles.

Soit 2 dans R arbitraire. On choisit u = g(x) et v = g.(), qui sont bien des éléments de
Ky, et l'on obtient |f(g(x)) — f(ge(2))| < e, dout [[f o g — f o gelloc <. Par la question
précédente, fog. est presque-périodique pour chaque € > 0. Or, ’espace des telles fonctions
presque-périodiques étant fermé, on peut en conclure que f o g est presque-périodique.
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17.

18.

19.

20.

— IV. Moyennes et coefficients de Fourier-Bohr. -

IV. A) Moyennes.
Soit 7 > 0 et N la partie entiere de 7/7, et 7/ =7 — NT € [0; T'[. Nous avons :

1 /7 1 T 1 (NT 1 T
;./0 f(t)dt—i/o f(t)dt‘—‘;/o Ft)dt + = / dt—i/o F(tydt
1 NT 1 T 1 /7
<‘NT+T/ 0 f(t)dt_T/o f(t)dt‘+;/]vT|f(t)|dt<

INT — NT+T\
[ A—
‘NTJFT/ fe)d /f )|+

T(NT + 1)
7! T 2T
Tl o+ 21 loe < X e

Hf||oo < |dt+_||fHoo <

1 [T
Ceci démontre que M, (f) tend vers ?/ f(t)dt lorsque T — +o00.
0

Le début se déduit de la linéarité de l'intégrale et du passage a la limite (si existence des
limites). M apparait comme une limite simple d’une suite de formes linéaires, elle est donc
linéaire (unicité de la limite). Enfin, nous avons pour tout 7 > 0 :

- [ ] < el = e

Puisque cette relation est vraie pour tout 7, par continuité du module on peut passer a la limite
a gauche pour obtenir que M est une forme linéaire continue de norme inférieure ou égale a 1.
La valeur 1 est atteinte par la fonction constante 1, il s’agit donc bien de sa norme.

(a) Nous avons :

|MT(f) - MT/(f)‘ < |M7(f) - Mr(fn)‘ + ‘MT(fn) - MT/(f'n)| + ‘MT’(fn) - MT/(f)|

On conclut en constatant que

M (f) = Mz (fo)l = IMe(f = fu)| < I = fulloo

et la méme relation avec le dernier terme.

(b) On choisit un indice n de sorte que ||f — fu|lco < &/3. Puisque lim M (fn) existe, on sait
quil existe un A. > 0 de sorte que si 7,7" > A., nous aurons |M,(f,) — M (fn)| < /3.
On conclut alors avec la relation du (a).

(c¢) Tlgagit du critere de Cauchy au voisinage de +00, que nous redémontrons ici. Si on prend
une suite (7,), de réels strictement positifs tendant vers +oo, la question précédente

démontre que la suite (M, (f))n converge. A priori la limite dépend de la suite (7,)p,

mais en fait il n’en n’est rien car si (7],), est une autre telle suite, pour tout £ > 0 nous

aurons |[Mo, (f) — Mz (f)| < e a partir d’'un certain rang. On en conclut que la limite
existe bien lorsque 7 — +oc.

Meéme argument que dans 18.

IV. B) Coefficients de Fourier-Bohr.
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21.

22.

23.

Soit f € PP(R,C); e_yf est dans PP(R,C) comme produit de deux éléments de cet espace
(cf question 15), donc a)(f) a bien un sens. De plus, en vertu de la question 20 :

lax(H)] = [M(e-xf)l < Mle-xfl) = Mf]) < I flloo;

de sorte que f
mapstoay(f) est bien continue de norme inférieure ou égale a 1 (en fait, sa norme est 1, ce qui
se voit par exemple avec f = ey, mais ce n’est pas demandé).
N
(a) e_rf= Z ajey;—, or la fonction ey, est périodique, de moyenne égale a 1si \; —A =0
=1
et de mg)yenne nulle sinon. Par conséquent ax(f) = a; si A = A et ax(f) = 0 si A n’est
aucun des A;.

(b) Nous avons

o N N
IfP =7 Z aey, [ =) aje_y, [,
j=1 j=1
de sorte que, a 'aide de la question précédente :
N N
M(|£1%) Z => oyl
: ]:1

(a) En utilisant la relation de Chasles puis la périodicité de f, nous avons :

LN 1 & peror X p S Na+)T
Mnr(e-rf) = W/o e f(t)dt = — / e’ Z / ~A@HIT) £ (z45T)
]

L& e [T —ine (T 1 or
W;)(e J/Oe f(x)d;v)(T/Oe e )(ﬁz a).

(b) Lorsque A ¢ Z nous avons e~ # 1 de sorte que

2 1
< p—
N2|sin(AT/2)|  N|sin(\T/2)]’

11— —iANT
N 1—e T

qui tend vers 0 lorsque N — 400, ainsi a(f) = 0.

27 .
Supposons maintenant que A = ?k, pour un certain k € Z. Dans ce cas, e = 1, de
1 V-1 o
sorte que — e "' =1, et au final :
que ~ ];]

Mur(ef) =3 [ & f(@)de = eu(1).

24. (a) Par linjectivité de Fourier, une fonction périodique continue non constante a au moins un

coefficient de Fourier d’indice non nul distinct de 0.
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T T

(b) Si 7—} est rationnel, disons Tl = ]—), avec (p,q) € (N*)? alors les fonctions f; et f ont
2

toutes deux ¢17 = pTh comme période, il en est donc de méme de la somme. Supposons

2T
désormais que le rapport ?1 soit irrationnel. Puisque \; € ?Z, cela implique d’une part
2 J

A
que le rapport )\—1 est également irrationnel, mais aussi que ay, (f2) = ax,(f1) = 0. Par

2
conséquent, ay, (fi + f2) = ax, (f1) + ax, (f2) = ax, (f1) # 0 et pour les mémes raisons
ax,(fi + f2) # 0. Si fi + fo avait une période non nulle 7', nous aurions que chaque \;

7r
serait un élément de ?Z, ce qui contredit l'irrationalité de leur rapport. Il ne reste alors

que le cas ol la somme serait constante, ce qui n’est pas possible puisque ay,(f1 + f2) # 0
avec Ao non nul.

25. (a) Ceci provient de la continuité de la forme linéaire ay.
(b) Soit A € A(f). On a ax(f) # 0 et donc, via la question précédente, ax(f,) # 0 a partir
d’un certain rang, i.e. A € A(f,) a partir d’un certain rang.
(c¢) Chaque A(f,,) est fini, donc A(f) est au plus dénombrable comme réunion dénombrable
d’ensembles finis.
26. Grace a une intégration par parties, légitime car les fonctions f et e_y sont de classe ¢!, nous
avons : Lo L B} Lo
- —iAT gl b —IAT (. S\ —IAT £\ o
7_/0 e (x)dx . [e f(L)]O + L/\T/O e f(x)duw.
De plus, f étant presque-périodique, elle est bornée (cf. 14(b)), et donc on peut écrire :
Lir —ixe pg2]7| < 2 Moo
- v <
T ‘ [e f(l’)} 0 T ’
de sorte que le terme tout intégré tend vers 0 lorsque 7 — +o00. Le passage a la limite donne
alors le résultat.
27. (a) Puisque |ayes, (z)| = |ayl, la série définissant f est normalement convergente, ce qui

démontre au passage que f est continue (par convergence normale) et bornée. Soit fy =

N
Z apeg,. fn est un polynome trigonométrique généralisé, et nous avons pour tout réel

n=0
X

(@) = fn(@)]< Y o

n=N+1
Le majorant tend vers 0 lorsque N — 400 puisque la série Z a,, est absolument conver-

n
gente. Ainsi, f est presque-périodique comme limite uniforme d’une suite de polynoémes
trigonométriques.

(b) On constate tout d’abord que a)(fy) vaut «, si A = §,, pour un n < N, et vaut 0 dans

tous les autres cas. Or, ax(f) = Nlir_rg ax(fn), de sorte que ce terme vaut vaut o, si
—+00

A =3, pour un n € N, et vaut 0 dans tous les autres cas. Ainsi A(f) C {8,,n € N} et il

y a méme égalité puisque tous les oy, sont supposés non nuls. De plus, nous avons obtenu

que ag, (f) = oy pour tout n € N.

IV. C) Relation de Parseval.
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28.

29.

30.

m

Soit f : R — C est un polynéme trigonométrique généralisé. On écrit f = ZajeA,j, et 'on

j=1
m
note S = {A1,..., Am}. Nous avons M(f) =Y _ |a;|* en vertu de la question 22(b). Soit J une
j=1
partie finie arbitraire de R :
=Y (NP = > lax(HP <Y (A%
Aed AeJns AesS

le dernier terme étant atteint par exemple pour J = S. Or, grace a 22(a), nous avons

Yo laa(f)F =D leyl,

AeS j=1

ce qui conclut.

(a) Puisque (f,)n converge vers f, la continuité des formes linéaires a) et le fait que la somme
soit finie permet de conclure.

(b) Puisque (f,), converge uniformément vers f, (f,), converge uniformément vers f, ce qui
assure le résultat grace a la question 3.

(c) De la question précédente et de la continuité de M, on en déduit que (M(|fn|*))n converge
vers M(|f[*). Donc & partir d’un certain rang N., nous avons M(|f,[?) < M(|f]*) + ¢
Or Sy(fn) < S(fn), et S(f,) est égal & M(|f,|?) en vertu de 28. Donc pour n > N, nous
avons bien S (f,) < M(|f|*) +¢

(d) La relation précédente étant vraie pour tout J et tout entier n assez grand, on peut faire
tendre n — 400, ce qui permet grace a (a) d’obtenir que S;(f) < (|f\ ) + € pour toute
partie J. Ceci étant valable pour toute partie .J, il vient S(f) < M(|f|?) + ¢, puis il reste
a faire tendre ¢ vers 0" pour conclure.

|f = P*|? = |f]* — 2Re(P*f) + |P*|*.

Or
M(PPy=" > lax(H)P
AEA(F)NA(P)
De plus, P*f = Z ax(f)e_xf, de sorte que :
AeA(f)NA(P)
MERe(PFf)= Y Re@mDMeaf)= > Re(lm(NP)= 3
AEA(F)NA(P) AEA(FINA(P) AEA(F)NA(P)

ce qui conclut.

(b) Nous avons, similairement & ce qui précede :

n 2
p—z%%
k=1

ce qui donne le résultat en passant aux moyennes et en remarquant que :

Z |Zk|2 —2Re <Zz_auk > = Z |Zk - aﬂk(f)‘z - Z |auk(f)|2-
k=1 k=1 k=1 k=1

2 n
_ ‘f‘Q + 1= 2Re (Zz_ke—uk,f> )
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31.
32.

La valeur minimale est alors atteinte lorsque zj, = ay, (f) pour tout k, et vaut :

M) = 3 law ()P
k=1

n
(c) Notons g1, ...,y les éléments distincts de A(P). P s’écrit alors sous la forme Z[)’jeu‘?.
j=1
Lorsque A € A(P)\ A(f), nous avons ay(f) = 0. Lorsque A € A(P) N A(f), disons A = p;
pour un certain j, nous avons ax(f) = ay, (f). Par conséquent :

Pr= 3 afea= Y alflen

AEA(P)NA(S) AEA(P)

et

MUf = PI) = Vunopn) Brs -+ Bn) 2 Ppar,opin) (@ (), - a0, () = M{|f = PP}

De ceci, on déduit que :
M(|f = PP) < M(If = PP) < ||f = Pl5% < €2,

c’est-a-dire grace au (a) que :

M(fP) < ( > aA(f)IQ) +e? <S(f) +en
XeA(P)NA(S)
On conclut en faisant tendre e vers 0.
Il s’agit simplement de combiner les résultats des deux questions précédentes.

On peut prendre par exemple la fonction f d’expression :

1
f= Z Wﬁ/n-

n=1

Nous sommes dans les conditions d’applications de la question 27, avec o, = 1/ n3/? et Bn=1/n
pour tout n > 1, en effet la série » 1/ n®/? est (absolument) convergente (critére de Riemann

n=1
avec 3/2 > 1). Nous avons alors une fonction presque-périodique, avec A(f) = {1/n,n > 1} et

aym(f) = 3 Sa moyenne est égale a ag(f), donc a 0. Soit F' la primitive de f de moyenne

nulle, démontrons qu’elle n’est pas p.p., dans ce cas aucune primitive ne le sera. Nous avons

ax(f)

ap(F) = 0 puisqu’elle est de moyenne nulle, et grace a la question 26, a)(F) = S de sorte

1
que A(F) = {1/n,n > 1} et ay,(F) = T Si F' est p.p., la série E lax(F)|? converge, ce
AeR
qui est faux, puisque :
1
3 lar(FIP =3 - = oo

AeR n>1

Donc les primitives de f ne sont pas presque-périodiques.
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— V. Solutions bornées d’équations différentielles. —

V. A) Solutions bornées d’équations différentielles autonomes.

33. (a)

(b)

34. (a)

(b)

Les solutions de ' = ax sont les fonctions z : ¢
mapstorge™. Dans notre cas, a = ip avec y € R, donc |2(t)| = |zo], de sorte que la
fonction x est bien bornée.

Supposons g # 0. |ze®| = |zo|eR*@! tend vers 400 lorsque ¢ — +oo (resp. lorsque

t — —o0) si Re(a) > 0 (resp. Re(a) < 0). Donc si Re(a) # 0, aucune solution autre que la
solution nulle n’est bornée.

Soit f ’endomorphisme représenté par la matrice A dans la base canonique. f laisse stable
Ker(f — A\gid), on peut donc considérer la restriction fj de f a Ker(f — A\pid), qui définit
un endomorphisme de cet espace. Par définition de C}, 'endomorphisme f, — Apide,
est nilpotent d’indice au plus égal a ni. On peut donc trouver une base dans laquelle
f sera représentée par une matrice A diagonale par blocs, les blocs étant des Ap =
Miln, + N, avec Ny, nilpotente d’indice au plus ny. Soit P la matrice de passage de
la base canonique A cette base adaptée. Nous avons X (t) = Pexp(tA)P1X(0), avec

ng—1

1
exp(tA) matrice diagonale par blocs, de blocs exp(tA;) = ' Z EN;, puisque Ny est
=0 -

nilpotente et commute avec I,,;. Ainsi, chaque composante sera une combinaison linéaire
de termes de la forme ¢y, p, (pour k € {1,...,r}), ol chaque P} est un polynéme de degré
au plus ng — 1, et donc une somme de tels termes en rentrant les constantes multiplicatives
dans l'expression de Pj.

S’il existe une valeur propre A de partie réelle nulle, donnons nous Xy un vecteur propre
associé a cette valeur propre. La fonction ¢ : ¢
mapstoe X est une solution, puisque ¢'(t) = Ap(t) et

Ap(t) = e AXy = e XXy = Ao(t) = ¢ (1)

De plus, les composantes de ¢ sont bornées, car majorées par ||¢(t)|| = || Xo]|, donc la
fonction est elle-méme bornée, et non nulle. Il est donc nécessaire que toutes les valeurs
propres soient de partie réelle non nulle. Si cette condition est satisfaite, les composantes
non nulles d’une solution sont des sommes de termes de la forme ¢p ) avec P non nul et
A de partie réelle non nulle. L’assertion (A4) de la question 13 étant alors fausse, il en
est de méme de l'assertion (A5), ainsi toute composante non nulle sera non bornée. Par
conséquent, toute solution non nulle est non bornée. La CNS est donc qu’aucune valeur
propre soit de partie réelle nulle.

T
Par le (a), chaque composante de la solution est de la forme Z ¢a;,p;- Toute solution
j=1

bornée a ses composantes bornées, donc le fait que (A5) implique (A4) permet de dire
T

, . , . ..

que dans ’expression Z a;,p; d'une composante, A; est un imaginaire pur (donc de la
Jj=1

forme ip; avec p; réel) et P; est constant. Ecrivons \; sous la forme ip;, avec p; réel, et

notons ¢; la constante valeur du polynoéme F;. Finalement cette composante s’écrit donc
T

Z Cjeu,, ce qui est bien un polynome trigonométrique généralisé.
i=1

V. B) Equations exponentiellement stables.
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35. (a) Elles sont de la forme x : ¢
t
mapsto exp (/ a(s)ds) xq, avec xg € C.
0

(b) Nous avons :
. lexp </: a(u)du) = |z(s)| exp (Re </: a(u)du)) = |z(s)| exp (/st Re(a(u))du) .

Posons S = sup Re(a(u)), qui est strictement négatif par hypothese. Prenons s,¢ deux
ueER

réels avec t > s. Puisque s < ¢ et que Re(a(u)) < S, par intégration nous avons

/St Re(a(u))du < /: Sdu < S(t — ).

On utilise ensuite la croissance de ’exponentielle puis que |z(s)| > 0 pour obtenir :
()] < |2(s)] exp(S(t — 5)).

On peut donc prendre M =1 et o = —S qui est bien strictement positif.

(c¢) Soit b = a — M{a}. Alors b est T—périodique. De plus, ses primitives sont bornées en
raison de la question 9 puisque :

T T
/ (a(s) — M{a})ds = (/ a(s)ds) —TM{a} =0.
0 0

Les primitives de b étant bornées, il en est de méme de celles de «

€T
mapstoRe(b(u)). Introduisons alors le réel C = sup ‘ / Re(b(u))du|. Par la relation de
0

zeR

/: Re(b(u))du

t
|z(s)| exp (/ Re(a(u))du). On en déduit, en tenant compte du fait que s <t :
S

Chasles, nous avons pour tous (s,t) € R?, < 2C. De plus, |z(t)| =

/ Re(a(u))du = / (Re(b(u))+Re(M{a}))du = ( / Re(b )du)+Re(/\/l{a})(t s) < 204+ Re(M{a})

Finalement :
| ( )| <e2C’ Re(M{a})(t—s) ‘$(S)|

et donc nous avons I'hypothése avec M = €2 et @ = —Re(M{a}).
36. Les solutions de X’ = AX sont de la forme X (¢) = exp((t — s)A)X(s). Supposons ¢ > s :

XD = llexp((t = 5)A)X (s)]| < | exp((t = $)A) sl X (s)]| < Ce™= [ X (s)]

avec les notations de ’énoncé, ce qui donne le résultat.

37. (a) La fonction nulle étant solution, 'unicité dans Cauchy-Lipschitz linéaire assure que toute
solution non nulle en un point ne s’annule jamais. Pour ¢ > 0 nous avons :

IX @O < Mem | X 0)]],

et donc lim || X(¢)]| = 0. Pour ¢ < 0 nous avons :
t—+o0
IX O] < M| X (@),
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38.

39.

(b)

(a)

(b)

et donc
IX(@)| > M~ X(0)]],

ce qui démontre que tlim | X (t)|]| = +oo. En particulier cette solution n’est pas bornée
——00
(ce qui est utile pour la question suivante).

Supposons que 'on ait deux solutions bornées X7 et Xo. Alors X = X5 — X7 est une
solution bornée de I’équation homogene, elle est donc nulle en vertu de ce qui précede,
d’ou X1 - XQ.

Tout d’abord, nous avons :
lexp((t — $)A)B(s)|| < Ce= || B(s)|| < Ce™ "9 B|oe,

ClIBlloo

t
et lintégrale / Ce 9| B||oods converge (sa valeur est ), donc chacune des

—00
composantes exp((t — s)A)B(s) est en valeur absolue majorée par || exp((t — s)A)B(s)|l,

et définit par conséquent une intégrale (absolument) convergente, ’expression a donc un
sens. De plus :

C|| Bl
Xp(t)]| €« ———.
1 XB(t)|

Par ailleurs, on peut écrire :

Xp(t) =exp(tA) /t exp(—sA)B(s)ds

—00
ce qui donne que Xp est dérivable par produit, de dérivée :

X5(t) = Aexp(tA) /t exp(—sA)B(s)ds + exp(tA) exp(—tA)B(t) = AXp(t) + B(t).

— 00
Le résultat est donc démontré.

t t
On propose yp(t) = / exp (/ a(u)du) B(s)ds. L’hypothese (ES) assure que pour
s < t, nous avons : o ’

¢
/ a(u)du < Me™0t=3),

puisque ¢
t
mapsto / a(u)du est la solution du systéme homogene valant 1 au point s. De ce fait, on

S
peut reproduire le raisonnement de la question précédente, ce qui démontre que yp(t) a

| , M| B

un sens pour tout ¢, que la fonction yp est bornée (par exemple par la constante ,
@

et que yp est solution.

A et B étant T—périodiques, si X est la solution bornée, on vérifie que X (. +7') est également
solution :

(X(t+T) =X'"t+T)=At+T)Xt+T)+B@t+T)=At)X(t+T)+ B(1).

Nous avons donc deux solutions bornées, ce qui assure par 1'unicité des solutions bornées que
X(.4+T) =X, cest-a-dire que X admet T" pour période.
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40.

L’existence et 1'unicité des solutions bornées & X' = AX + B(t) pour toute B bornée est assurée
par les questions 37(b) et 38(a).

La question 39 assure que si B est périodique, il en est de méme de Xp.

Supposons maintenant que B € VectPer(R, #,1(C)). Soit (£1,...,¢p) la base canonique de

P
Mp1(C), et Bi,..., DB, les composantes de B. Nous avons B = ZBiEi' De plus, chaque B;

i=1
i

s’écrit comme somme finie de fonctions périodiques : B; = Z hi; avec h;; : R — C est pério-
dique. Au final, B est une somme finie de fonctions h; je; Ffi — ///le(C) toutes périodiques,
nommons-les By, ..., Bi. Chaque solution bornée Y; de X' =AX + Bj(t) est donc périodique
(question 39), et par linéarité du systéme et unicité de la solution bornée, X g est égale a zk: Y;,
ce qui démontre que Xp € VectPer(R, #,1(C)). ~

Soit enfin B € PP(R,.#,:(C)). Chaque composante de B est une limite uniforme d’une
suite d’éléments de Vect(Per(R,C)), B est donc limite d’une suite (B), d’éléments de

Vect(Per(R, #,:1(C))), de sorte que Xp, € VectPer(R,.#,1(C)) pour tout j en vertu de
ce qui précede. Le calcul fait en 38(a) démontre que :

C
X6 — X, lloo < CI1B = Ball,

ce qui démontre que B € PP(R, .#,1(C)).
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