Partie VI

28. (b) i. Beaucoup de candidats traitant la question oublient de vérifier que le coefficient du
terme de degré 2 est effectivement non nul pour montrer qu’il s’agit bien d’un polynéme
de degré 2.

29. (a) Question sans difficulté particuliere.

3.2.4 Eléments de correction
Partie I
1. Soit xz € E.

Supposons que dp(z) = J}nlf; |z — f|l = 0. Alors,
€

Ve >0,3f € F,|lx — f|| <€

Donc, pour tout n € N*, il existe f,, € F tel que ||z — f,|| < .
La suite (fn), ey« converge donc vers et x € F. Ainsi, v € F, puisque F est fermée.

Supposons que z € F'. Alors,

0< info—f| < [o—a|=0
fer car z€F

Donc, dp(z) = 0.
2. (a) Soient (z,y) € E? et f € F. Alors,

dr(y) = inf Jlo =gl <lly = fll < lly = =l + [l= = fll

(b) Comme Vf € F, |z — f|| = dr(y) — ||y — z||, par passage & la borne inférieure (qui est le
plus grand des minorants),

dp(z) = inf |z — fl| > dr(y) = [ly — ||
fer
Ceci étant vrai quels que soient = et y, en les échangeant, on obtient :
dr(y) = dr(z) — [z —yl| = dp(z) — |ly — 2|
Donc,
dp(y) —dp(z) <lly—z| et dp(z) —dr(y) <y —z|
Ainsi, |dp(y) — dr(z)| < |ly —z||.
3. (a) Comme |zg —z| =7 < r, x0 € B(z,r) et g € F par hypothese. Ainsi, zg € K. Donc, K

est non vide.

Par ailleurs, K est fermée comme intersection de parties fermées et bornée, car incluse dans
la partie bornée B(z,r). C’est donc une partie compacte de E, puisque E est un R — e.v.n.
de dimension finie.

(b) D’apres la question précédente, K est une partie compacte non vide de E. Donc, comme la
fonction réelle y — ||z — y/|| est continue, elle admet un minimum sur K.

Soit fy € F réalisant ce minimum. Alors, pour tout f € F,

e sifle— fl|<r, f €K, donc |z—f| > |lz— foll;

o siflz—fl[>r, comme r = [z — x|l et zg € K, [l — f|| > ||z — xol| = [l — foll;
donc, dans tous les cas, ||z — f|| = ||z — fol|. Ainsi, fo € T'(z) et T'(z) # @.
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4.

(a) Soit (u,v) € E2.
a0l = [l + [[o?]] +2 (u, v)
et
= ol|* = [Ju]* + [[v?]] =2 (u, v)

donc
o+ 0] + = o> = 2 ([l + [[07]])

N

(b) On applique ce qui précede a u :=

f—=) et v:=3(f —z). Compte tenu de ce que
lull = ||v]| = 3dF(x) puisque f € I(x (

et f' € T'(x), on obtient

~—

2

2
9 (idmﬁ T idp(xﬁ) = dr(x)’

L, .
HQ(f-I-f)—ac

1 /
+H2(f_f)

Or, [[§(F = I[P =11f = £I° > 0, puisque f # f'. Donc,

2
< dp(.r)Q

1 ,
H2(f+f)—:c

Ainsi, par stricte croissante de /-, on en déduit que H% (f+r) - ZL‘H < dp(x), ce qui est
absurde puisque comme I est convexe, 1 (f + f') € F et dp(z) = in}f? |z — g||. Donc, f = f’
g€

et I'(z) est un singleton (puisqu’il est non vide).
(¢) i. Pour tout t € [0, 1],
p(t) = |[t(f = m(@)) + 7(@) = fI* = |If = 7n(@)|* 42 (f - 7(2), 7(x) — 2) t+||7(z) — 2

@ est donc la restriction a [0,1] d’une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal
a 2.
ii. Comme, pour tout ¢t € [0,1], (1 —¢)m(x) + tf € F (puisque F est convexe),
2 2
o(t) = |1 = t)m(z) + tf — x| = [|x(z) — ]I = ¢(0)

Ainsi, ¢ admet un minimum en 0.
Si ¢’(0) < 0, alors ¢(t) —(0) ot t¢'(0) et il existe a > 0 tel que V¢ €]0, o, o(t) < ¢(0),
>0

ce qui contredit le point précédent.
Donc, ¢'(0) > 0, c’est a dire 2 (f — 7(z), n(z) — z) > 0, d’ou
(f =m(@), v = w(2)) <O
(d) Pour tout f € F,
lz = FII” = lle = 2l + |2 = fI* =2 (x — 2, f = 2) > |z — 2
<0

donc
lz = fll > [z — =]

Ainsi, ||z — z|| = dp(x) et z = 7(z) par unicité.
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Partie I1
5. Vx € R,dpy(z) = |z|. Elle est dérivable sur R* et

—1sit<O

t
vVt € R*, dy(t) = — = sgn(t) =

d{oy n'est pas dérivable en 0, puisque

doy(#) —doy(0) g M ®) — Ay (0)
T - x

Vo e RY,

donc
doy(z) — d0y(0) | et doy(z) — d0y(0)

x z—0 x z—0
>0 z<0

141

ne’ nez

7. Pour tout z € R,

dy(z+1) = inf{lz +1— k|, ke Z}
=inf{|z —1|,l € Z} puisque Z — Z  est surjective.
k— k—1
= dz ()

Ainsi, dy est 1-périodique.

dz(—x) =inf{|—x — k| ,k € Z} = inf{|x + k| , k € Z}
=inf{|z —l|,l € Z} puisque Z — Z est surjective.

kE— —k
= dz ()
Ainsi, dy, est paire.
8. Soit z € [0, 1[. Pour tout k € Z,
esik>2l, |z —kl=k—=x in(x,1—ux);

=21
e sik<0,|lz—kl=x—-k>=x (:Ul—fL‘).
Dong, dz(z) > min(z, 1 — x). Par ailleurs, |x — 0] =z et |z — 1] = 1 — 2. Donc,

r+l-z—|jz—(1-2) 1-[2r—1]
2 B 2

dz(z) = min (z,1 — ) =

6. U |n,n + 1] est ouvert comme union d’ouverts, donc Z = R\ (U In,n+ 1[> est bien un fermé.

9. dz est dérivable en tout point de ]0,1/2[U]1/2,1[, mais pas en 0 ni en 1/2.
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10. (a) Comme dyz est paire, Vn € N*, b, (dz) = 0.
1/2 1/2 1.1Y2 1
ao(dz) = 2 f(t)dt = 4/ tdt =4 [ﬂ] ==
~1/2 0 2 Ji=o 2

Pour tout n € N*, en effectuant une intégration par parties,

1/2
an(dz) =2 f(t) cos(2mnt) dt
~1/2
1/2
= 4/ t cos(2mnt) dt
0

¢ 1/2 1 1/2
4 [ sin(27rnt)] - — sin (27nt) dt

2mn —o 21 Jy

4 ((%1”)2 [cos(27rnt)]2ﬁ)>

= n21772 (cos(nm) — 1)

(-1)" -1 0 si n est pair

n2m? ——5 5 si n est impair
nm

(b) dz est continue et "' par morceaux, donc sa série de Fourier converge normalement, et
donc simplement et uniformément, sur R vers dy.

(c) Notons d’abord que les séries convergent par comparaison a des séries de Riemann conver-
gentes.

D’apres la question précédente,

ao(dz) = 1 2 & cos (2(2n + 1)mt)
Vt e R, dz(t) = + an(dy) cos (2mnt) = - — —
2(t) = =5 ; (dz) cos (2mnt) = - 7T2nz:;) an+ 1)

En évaluant en 0, on obtient :

1 2 1
0=-_-°-N"__ -
4 ﬂ2;(2n+1)2

Ainsi,
R — e - =
2 2
— (2n + 1) 8 o (2n+1) 8
1
Sil’ ‘S::E—,l 3
i 'on pose 2 2 alors

d 1 1, =2
i T ity

=1
- Z (2n)2
n=1

Les calculs sont justifiés par le fait que les séries sont toutes convergentes.

Donc,
2

1 2 T
Swmivo

En utilisant la formule de Parseval,

/1/2|d(t)|2dt '”OdZ + Zy (dz)* =15+ 5 Z$
z an(dz)|” = (2n + 1)4n?

-1/2 n=1
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11.

Donc,
> 1 Y1 4 > 1 4
St () S
~nr1)t - 2 \12 16) 96 20+ 1)T 96
o0
En posant S := Z pona
n=1
0 00 4
1 1 1 T
S = -5+
;(2n)4+1§(2n+1)4 16° 7 96
Ainsi,
$1 o
nt 1596 90

Réflexivité. Soit x € (.
Comme §2 est ouvert, il existe un intervalle ouvert |a, b[ tel que x €]a,b[C 2. Ainsi,
T~ T

Symétrie. Evident.

Transitivité. Soit (z,y,2) € Q3. Supposons que z ~ y et y ~ 2.
Il existe donc deux intervalles ouverts ]a, b[ et ]c, d[ inclus dans € tels que (x, %) €]a, b[?
et (y,2) €lc, d[?.
Ainsi, y €]a, b|N]e, d[, d’ott ] min(a, ¢), max(b, d)[=]a, b[Ue, d[C Q et (z, z) €] min(a, ¢), max(b, d)[?.
Donc, x ~ z.

~ est donc une relation d’équivalence.

Les classes d’équivalence sont 2 a 2 disjointes. Cela vient de la transitivité et de la symétrie.

Soit x € Q.

Pour tout y € Cl(z), il existe un intervalle ouvert Jay, b,| inclus dans Q tel que (z,y) €
Jay, by[* et pour tout z €]ay, by[, z € Cl(x) (a l'aide de lintervalle Jay, by[), donc

Vy € Cl(x), y €lay, by[C | lar.be et Vy e Clx), Jay, by[C Cl(z)
teCl(x)

Ainsi,
Clz) = | lay. byl
yeCl(z)
Cl(x) est donc bien un ouvert. C’est une partie connexe de R comme réunion de connexes
d’intersection non vide (puisque Vy € Cl(x), z €]ay, by[), donc un intervalle.
Finalement, Cl(z) est un intervalle ouvert.

I:=Q/ ~={Cl(z), z € Q} est une partition de 2. Pour tout i € I, i est un intervalle
ouvert que l'on note Ja;, b;[. Les intervalles Ja;, bi[,i € I sont deux a deuzx disjoints et

Q = U]ai, bl[
el

Par ailleurs, pour tout ¢ € I, il existe un rationnel r; élément de |a;, b;[, puisque Q est dense

dans R. Les intervalles étant deux a deux disjoints, I — @Q est injective. Donc, I est
T > Ty

fini ou dénombrable, car Q est dénombrable.
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12. (a) 1°Fcas : aj, et b;, réels.
Pour tout f € F, f < a;, ou f > b;,, donc |z — f| > min (x — a;,, b, — x). De plus
a;, € F et by, € I'. Ainsi,

1 b —ai b 4
cﬁ@)me@rw%ﬁm—x%=§@—am+mo—x—mm+mm—hhz m2am— m;%o_
2°cas : a;, = —o0 et b;, réel.
Pour tout f € F, f > b;, donc |z — f| > b, — x. De plus, b;, € F. Ainsi,
dp(z) = by, —
3Ccas : a;, réel et b, = +o00.
dr(z) =z — a;,
4®cas : a;, = —00 et b;, = +o0.
Ce cas n’est pas possible, puisque F' est supposée non vide dans tout ’énoncé.
a;y + b;
(b) Si a;, et b;, sont réels, dp est dérivable en z si et seulement si x # %

Dans les autres cas, dp est dérivable en x.

13. Comme x € F, il existe o > 0 vérifiant ]2 — o, # + a[ C F. dp est alors nulle sur |z — a, z + o,
donc sur un voisinage de x. Elle est donc dérivable en x et dfp(x) = 0.

—xsiz <0
14. (a) F =]0,1] donc Fr(F) = {0,1}. Vz € R, dp(z) = 0siz € 10,1[ . dr n’est pas dérivable

r—1siz>1
en 0, ni en 1.

1 11

(b) i. Yn e N\{0,1}, ] e S [ C ]0, % [, donc Q C ]0, % [ Q est ouvert comme réunion

d’ouverts. F' est donc fermé comme complémentaire d’un ouvert.
0 € F, puisque 0 ¢ Q. Supposons que 0 € F. Alors, il existe o > 0 tel que |—a, o[ C F'.

Ainsi, il existe un entier n tel que n > 2 et % < « (puisque % — 0). Donc,

1 11
—3,[C]—a,a[CF. Absurde.
n n3'n

Donc, 0 € Fr (F).

ii. Soient m et n deux entiers tels que 2 < m < n.

1 1 1 1 1 1

1
< — <= =
m+1 "~m m? m3 "m m+1 m(m+1)

1 1
<=>(0<)W<m7+10arm>0

— m+1<m?

Comme m > 2, m? > 2m >m+2 > m+ 1. Ainsi,

1 1 1 1
<

n m+1 m m3

1 1 1 1 1 1
e e T
n nd3'n m m3 m

L’unicité en découle. L’existence est évidente.
Par ailleurs,

1 1 1
0< —<——

1
n+1l n $<$<E'
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Donc,

D’ou,

iii. Soit = € ]0, 3[.

1
1¢Tcas : = € Q). Alors, en posant n := {J,
x

1
De plus, comme — < n 4+ 1,
x

1— 1 1
0< x=——1<n donc 0<—< ‘
T x n l-—z
1
Comme — € F,
n
1 1 23 3 1
dp(x)<5—$<—3<(1_$)3<833 carl—a:>§

2°cas : x € F. Alors,

Dans tous les cas, dp(x) < 8z3.

iv. Pour tout = € ]0, % [,

o< dr@) —dr(0) _ dr() g o 0
* * 530

Ainsi, dp est dérivable en 0 & droite et (dr)’,(0) = 0.
v. Pour tout x € R_, x € F donc dp(x) = 0. Ainsi, dr est dérivable d gauche en 0 et

(dp)y(0) = 0.
Comme (dr)y(0) = (dr)y(0), dr est dérivable en 0.

Partie II1
15. (a) dp :z — ||z — zol|| et pour tout x € E, I'(x) = {zo}.
(b) Soit z € E. Pour tout h € E,

gla+h) = ||z = zo + hl|* = [|lz — ol +2 (z — w0, B)+|[h]|* = g(2)+(2 (& — z0), h)+ o (llk]l)

On en déduit que g est différentiable en x et que Vg(z) = 2 (z — x9).
(c) Posons u: R} — R . u est de classe € et
t — Vit
h

VvVt > 0,Vh € R, du(t).h = —=
(t) Wi
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Donc, dp‘E\{m} =wuo g|E\{wO} est différentiable sur E\ {x¢} et pour tous a € E\ {zo} et
hekFE,

d(dr)(a) - h = (du(g(a)) o dg(a)) - h
= du(g(a)) - (dg(a) - h)
_ 2{a— o, h)

 2/4(a)

== )

1 1
fa—zo] ™™ = fa—a@y @ ")

(d) i. Soit h € E. Comme on suppose que dp est différentiable en x, on a

dr(xo +u) = dr(z0) + (Vdr(xo), u) + 20 ([[ul)

Ainsi,

Vdy(a) =

Donc, comme dr(xg) = 0,

dp (w0 +th) = (Vdp(ao), th) + o (t) =t(Vdr(xo), B} + o (¢)

ii. Soit h € E. D’apres ce qui précede, comme dp(xg + th) = |[th| = |t| ||A|l,
dr(zo + th
PE0 L) (Gap(an), 1)+ 0, (1)

t—0

2]
Zhipl =
2 inl
Les limites a gauche et a droite donnent
[h|| = (VdF(x0), h) = —[|h]|

ce qui implique que ||h|| = 0 et h = Op, et ce pour tout h € E. Absurde, puisque
dim(E) # 0.
dp n’est donc pas différentiable en xg.

16. (a) Soit x € E. Comme F est convexe, I'(z) est un singleton.
Notons p le projecteur orthogonal sur F'. Alors, pour tout f € F, comme z—p(x) L p(x)—f,

lz = 17 = llz = p@)|* + lIp(z) = fII* > [l = p(z)|
avec égalité si et seulement si f = p(z). Donc, p(x) € T'(z) et w(x) = p(z) par unicité.
(b) Soit a € E. Pour tout h € E,
di(a+h) = lla+h —m(a+h)|* = [la—m(a) + h —=(h)|?
= [la = w(@)|* + |h = 7(h)||* + 2 (a — 7(a), h — w(h))
= d(a) + 2 (a—7(@), W)+ o (Ih])
puisque, comme m(h) L h—x(h), ||h —x(h)||* = ||h]|> = ||x(h)||* < ||k]|* et 7(h) L a—m(a).
Donc, d% est différentiable en a et Vda(a) = 2 (a — 7(a)).
(¢) Soit a € E\F. On pose g := d% et on considére a nouveau u: R, — R .

ti—>ﬁ

dp|E\F =uo g‘E\F est différentiable en a et pour tout h € F,

d(dr)(a) - h = (du(g(a)) o dg(a)) - h
= du(g(a)) - (dg(a) - h)
_ 2{(a—m(a), h)

-2ty
= (s @ o) )
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(d)

17. (a)

(b)

Ainsi,
1

lla — ()|

i. Comme dp est différentiable en a de gradient u, on a

Vdj(a) = (@ —7(a))

di(a+1th) = dp(a) + (u, th) + o (1) =t ((u, M+ o (1)) car dp(a) = 0

Or, Vt € R, dp(a +th) = ||a + th — m(a + th)|| = ||a + th — al| = |t| |||, puisque 7 est
le projecteur orthogonal sur F, a € F et h € FT.
Ainsi,

el IRl _
P =+ o (1)

En prenant la limite a droite en 0, ||h|| = (u, h).
ii. Comme pour tout h € F+, —h € F+, d’apres la question précédente,

(u, h) = [Ihl} = |=hll = (u, =h) = = {u, h)

Ainsi, ||h|| = (u, h) = 0.
Donc, F+ € {0g}. Absurde, puisque F # E. dp n'est donc pas différentiable en a.

k- | /
L A y

i

Posons fi: R? — R et fo: R? — R sont continues (car polynomiales).
T T 2
— Yy — Yy —x
) )
Ainsi, f7H(R-) et fy '(Ry) sont des parties fermées. Donc, F' est une partie fermée comme
réunion finie de fermés.

<8) = Op2 € F. Supposons que Og2 € F. Alors, il existe € > 0, tel que B(0Opz,e) C F.

€
Soit & > 0 tel que z < §etm< 1. On pose u := (;g)

lul| = \/1'2+CL'6_$\/1+£L‘4 2r < e

\

Donc, u € B(0Og2,¢). Ainsi, u € F. Donc, 23 < 0 ou 2® > z2. Or, z > 0. Donc, 2® > 22
D’ol, # > 1. Absurde, puisque & < 1. Ainsi, Ogz € F\F = Fr(F) (F est fermée).

Soit u := <x) € R2.
Y

SiueF : alors dp(u) =0 < ||ul?.
SiugF:y>0ety< 22 Donc, comme f := (3) el

0
ar(w < = 1= (1) = bl =y < <
Dans tous les cas, dp(u) < |Jul/?.
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(e) Pour tout h € R?, 0 < dp(h) < ||h||?, donc dp(h) =
déduit que

o (||h|]). Comme dp(Ogz2) =0, on en
h—0

dp(Og2 + h) = dp(Ogz2) + (Og2, h) + th(HhH)

dr est donc différentiable en Oz et Vdp(Op2) = Op2.

Partie IV
18. (a) Comme u € Vect (a), Vect (a,u,y) = Vect (a,y) est donc un sev de dimension finie infé-
rieure ou égale a 2, donc inclus dans un plan noté P.
(b) Pour tout u € E,

ueS<= (uePetucF)< (uePet ||u|=1)

S est donc le cercle unité de P.

(¢) On compléte u en une base orthonormée (u,v) de P. Pour tout vecteur x de P, on note z,
I'affixe de = dans cette base.

Ainsi, z, = 1, 2, = |la]| € R% et il existe 0 € [0, 27] tel que 2z, = ™.

2
2 2 160 2 iy
ly = all” = |2 = zal* = [ ~ llall| = (cos(8) — [lal})* + sin*(6)

2 2 2
= 1+ lall” = 2cos(0) [la] = 1+ [|al[” = 2 lal] = ([lal] — 1)

Ainsi, ||y — al|* = (J|a]| — 1)? avee égalité si et seulement si cos(6) = 1, donc si et seulement
si @ =0 (car 6 € [0,2x[), d’ou si et seulement si y = u.
1

On en déduit que I'(a) = {u}, que w(a) = Tar@ €t que dr(a) = |la—m(a)|]| = |lu—2a| =
[llall = 1.
19. Soit a € E.
Si a # Og, d’apres ce qui précede, dp(a) = |||al| — 1].
Si a =0, pour tout y € F, ||y — a|| = ||y|| = 1. Donc, dr(a) =1 = [||a|| — 1].

20. Soit a € E tel que a # 0 et a & F. Ainsi, ||la| # 1.
Posons ¢ : R* — R et ¢: E\({Og}UF) — R
to— ¢ z — |zl — 1
p est différentiable et
Vt € R*,Vh € R, dp(t) - h =sgu(t)h

D’apres la question 15¢, ¥ = —1 + d{OE}|E\({0E}UF) est différentiable et

vz € B\ ({05} U F),Vh € B, dv(x) - h = <”;Hm h>

Comme dp = ¢ o1 (noter que la composition est possible puisque v ne s’annule pas), dp est
différentiable en tout z € E\ ({0g} U F) et

Vh € B,d(dr)(x) - h = dp(y(z)) - (d(z) - h)
—san(le] 1) (o)

]

Ainsi, comme dp(z) = |||z| — 1],
sen(lal —1) e -1 1 1 ( | ) |
Vdr(x) = xr = —r = r——2x|=——"———(x—7(x
r(@) &l el =1l = dr@ \* " [ol®) = o= (o &~ ™@)
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21.
22.

23.

25.

Pour tout f € F, ||0g — f|| = ||f]| =1, donc dp(0g) =1 et T'(0g) = F.

Pour tout t €] — 1,1[, dp(a+ta) = ||la+ta| — 1| = |[1 + t|[Ja]| = 1| = |1+t — 1| = [{]

Supposons que dp soit différentiable en a. Alors t — dp(a + ta) est dérivable en 0, ce qui est
absurde.

Donc, dr n’est pas différentiable en a.

(a)

(b)

Pour tout ¢ €] — 1,1, o(t) = |lto]l = 1] = ] o] — 1| = ||| = 1| = 1 — ¢
|-] n’étant pas dérivable en 0, ¢ ne l’est pas non plus.

Supposons que dr soit différentiable en 0. Alors, ¢ est différentiable (donc dérivable) en 0,
car de plus, t — tv est différentiable en 0 et d’image nulle en 0. Absurde. dr n’est donc pas
différentiable en Op.

Partie V
D’apres la question 2b, dg est 1-lipschitzienne. Donc, pour tout ¢ > 0,
dp(a+tu) —dp(a) < lla+tu—al = [t] [Jul] <t [ull
Comme dr est différentiable en a, de gradient égal a u,
dp(a+ tu) = dp(a) = (u, tu) + o (1) =t | + to (1)
Ainsi,

2
i+ o @) ) <l
t>0

Donc,
2
el + o (1) < Jlul
t>0

Par passage a la limite en 0 & droite, on obtient
< ]
Donc, si [Ju| > 0, |lu|]| <1 et si||ul| =0, [|u|| < 1. Dans tous les cas, ||ul] < 1.
Soit = € [a,y]. Il existe t € [0, 1] vérifiant = = (1 — t)a + ty. Alors, comme y € I'(a),
dr(a) = lla—yll =lla—z+2 -yl = lla -z + |z -yl

puisque a —x =t(a —y) et x —y = (1 — t)(a — y) sont positivement liés (cas d’égalité dans
linégalité triangulaire). Ainsi,

|z —yll = dr(a) = lla — |
Soient z € [a,y] et z € I'(z).
dr(z) < |z —yll =dr(a) = [la —z|| <[z —a| = |la =z < |z — 2| = dr(z)
Toutes les inégalités sont donc des égalités. Donc,

dp(z) = |l =yl
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26. (a) dp(a) > 0, puisque a & F'.

t t t . t
a—tv:a—m(a—y)z (1_cw>a+ch:@y€[a’y] pulsqueme[o,l]

Donc, d’apres la question 25b,

dp<a—tv>=||a—w—y||=H(1—dFt(a))<a—y>H= (1= e ) Lo = ) -

(b) On en déduit que

dp(a) —t =dp(a —tv) = dp(a) + (u, —tv) + .2 (t) =dp(a) —t(u, v) + .2 (t)
>0 >0

Ainsi,
—1=—(u,v)+ o (1)

t—0
t>0

Par passage a la limite, on obtient
u, vy =1

Or, |Ju|| <1 (question 24b) et ||v|| = %}gy =1, puisque y € I'(a). Donc,
L= (u, v) < flull vl <1
Ainsi, toutes les inégalités sont des égalités :
(u, v) = [lull o]l =1 et [lul] =1

(¢) On en déduit que u et v sont positivement liés (cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-
Schwarz). Or u et v sont unitaires. Donc, u = v. Ainsi,

y=a—dp(a)Vdp(a)

I'(a) est donc un singleton (puisque ’ensemble est non vide) et

Vdi(a) =0 = (e —1) = (= n(a)
Partie VI

27. (a) Comme la suite (zp) y est convergente, elle est bornée. Donc M est bien défini.
Pour tout p € N,

lyp — all < llyp — zpll + llzp — all
< dF(J;‘p) + M
< dp(a) + |dp(zp) —dp(a)| + M
<dp(a) + |zp —a| + M
< 2M + dF(a)

La suite (yp) e est donc bornée.

(b) Le théoréme de Bolzano-Weierstrass assure l’existence de {.

(c) Quitte a extraire (puisque toute suite extraite de (), oy converge vers a), on peut supposer
que (Yp),, oy tend vers £.

Par construction, pour tout p € N, y, € E\V et y, € F. Comme V est un ouvert, £\V
est fermé. Donc, F'N (E\V) est fermé (comme intersection de fermés). On en déduit que
e FN(E\V).
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(d) On a
ey~ vpll —— lla =l et ey —pll = di () ——> di(a)

par continuité de dp. Ainsi,
dr(a) = |la—£|
Comme ¢ € F, on en déduit que ¢ € T'(a) = {m(a)} C V, ce qui est absurde puisque

¢ € E\V. Ainsi,
YV e ¥ (n(a)), U € ¥(a),Ve e U, T'(x) CV

28. (a) Commea ¢ F, R=|a—m(a)| =dr(a)>0.
Pour tout y € B(a, R)NF, |ly —al] = R, cary € F, et ||y — a|]| < R, car y € B(a, R). Donc,
y €T(a) = {n(a)} i.e. y = n(a). De plus, 7(a) € B(a, R) N F. Ainsi,

B(a,R)NF = {n(a)}
(b) i. Pour tout t € R,
p(t) =lly -2l —2(y -z, a—a)t + [la — z|* - R?

Comme ||y — z||* = dp(2)? > 0 (car = ¢ F), ¢ est un trindme du second degré.
la —z|* — R

5— < 0,car 0 < [[z—a| < R puisque = €
ly — ||

Le produit des racines vaut

B(a, R).
Les racines sont donc de signes opposés.

ii. D’apreés ce qui précéde, ¢ s’annule au plus une fois sur [0, 1]. Par ailleurs, ¢(0) =
la—z|* = R2 <0, ¢(1) = la—y||* = R2 > 0 (car y € F) et ¢ est continue. Donc ¢
s’annule sur [0, 1], d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires.

Ainsi, ¢ s’annule une et une seule fois sur [0,1], i.e. [x,y] N S(a, R) est un singleton.

ili. Bien évidemment, ¢(t,,) = 0. t, , est donc la racine positive de ¢. Ainsi,

(y—z,a—1z)+ \/(y—x, a—xz)* +dp(z)? <R2 — ||a—3:||2>
e dr(a)?

(¢c) On a
oz, y) =yl = (1= tey) 2 = yll = (1 = tay)dr(2)

dr(z)? —(y —x, a — ) — \/<y —x,a—z) + dp(x)? (R2 —la — x||2)
dr ()

Or,
Y-z a—z2)<|(y—z, a—z)| <|[ly — 2zl la —z|| < dr(z)[la — 2
et

=2 a2 @ (B2~ fa—alP) > | Jap@? (R o~ 2l) = de(e)y/ B2 ~ Ja — P

Ip(2,9) — yll < dr(@) + la — 2 = /B2 = [la — |
Soit € > 0.

Comme dp et la norme sont continues et comme R = dp(a),

Donc,

dr(u) + o — ull = /B2 Jla — ul? — 0
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30.

Donc, il existe o > 0 vérifiant :

Vue E,|ju—al| <a = dp(u)+ |la—ul| — \/R2 — |la —ul]* < e

Alinsi, si ||z — all < «, alors ||p(x,y) —y|| < e.
(d) Soit V € ¥ (m(a)). Il existe 6 > 0 vérifiant

B(w(a),d) CV

D’aprés la question 27d, il existe un voisinage Uy € ¥ (a) vérifiant

Vee Uy, I'(z) C B (W(a), g)

D’apres la question précédente, il existe un voisinage Us € ¥ (a) vérifiant

1)
V€ Uy, Vy € D), Ip(e ) — vl < §

Posons U := U; NUsz € #(a). Alors, pour tout z € U et tout y € I'(z),

1) 0
ven(n.g) e ot -l<3

donc
[p(z,y) — m(a)ll < llp(z,y) —yll + ly — 7(a)[| <0
d’ot
p(z,y) € B(n(a),6) CV
(a) Soit x € B(a, R).
|z = p, ya) ||
Le résultat en découle.
(b) Soit x € B(a, R).
o = pa, 5)l1? = lla = pla, ) |I* = 2 (@ — a, @ — pla, 32)) + o — al
— 20— a,a—(a)) + 2z — a, w(a) - p(z, y)) + 2 — a
D’apres la question précédente, pour tout € > 0, il existe n > 0 vérifiant
Va € B(a,n), Vy € I(2), p(z,y) € B(r(a), )
Ainsi, si x € B(a,min(n,¢)), alors
2|(z —a, 7(a) = p(w,y2)) |+ & — a|* < 2|z — a|| |7 (a) — p(x, yz) ||+ & — al| < 3¢ ||z — a]
Done, 2 (x — a, w(a) — p(x,ye)) + ||z — al|* = wg@(”x —al|) et

lz = p(z, yo)lI* = lla = p(a, yo)|I* = 2(x —a, a = 7(a)) + o (||lz —al)

Soient € B(a, R) et y, € I'(x). Comme p(z,y;) € S(a,R), |la—p(x,y.)|| = R = dr(a) =
la —m(a)ll.

DOHC7 comme ”ZE _p(m7y:t)|| < dF(T) < ||T; - 77(0’)”7

lz = p(a, y2)I* = lla = p(z, y2)|* < dip(2) = di-(a) < ||z = w(@)]* = fla — = (a)|”

Or,
lz = 7(@)|* = lla — w(a)[|* = 2 (z — a, a — 7(a)) + |l= — a||?
Ainsi,
Ba(a) — (@) 2 (¢ —a, a— (@) = o (o al)
D’ou,

B0+ h) = d(a) + (2 (0 = 7(@), b) + o (|hl)
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31. D’apres ce qui précede, d% est différentiable en a et V(d%)(a) = 2(a — 7(a)).

Comme u : t — /1 est dérivable sur R* et comme dp(a) > 0, dp = uo (d%) est différentiable en
a comme composée de fonctions différentiables et on a

a)n =au 2 a)): 2 a)- = ; a—Tm(a = 1 a—mla
0 e = O D = s o (). (i (@@ n)
Ainsi, . .
V(dp)(a) = m (a—m(a)) = m(a —m(a))

32. D’apres la question précédente, dp est différentiable sur () et

1

Vo € Q,Vde)w) = e

(z —7(x))

D’apres la question 27d, 7 (qui est bien définie sur 2) est continue sur 2. Ainsi, Vdp est continue
sur , donc dr est de classe €' sur .

Partie VII

33. Sia € F, dp est nulle sur un voisinage de a, donc (dp est différentiable en a et) V(dp)(a) = 0.

34. (a) dp(a) =0, puisque a € F. Comme dp est différentiable en a, de gradient égal & u,

dp(a —tu) = dp(a) + (u, —tu) + o (t) = —t [ 0,

(b) D’apres la question précédente,

0<dp(a—tu)=t|—|lul*+ o.M
t>0

En divisant par ¢ > 0, on en déduit que

2
0<—[lul+ o (1
t>0

En passant a la limite, on en déduit que — |Ju||* > 0, donc que ||u|| = 0. Ainsi, V(dr)(a) = 0.
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