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Cette question a été assez peu abordée, mais a permis de détecter des lacunes. En particulier,
I’ensemble des matrices vérifiant la condition 5 n’est pas I'image réciproque d’une seule fonction ¢y.
Des confusions entre intersection et réunion. Attention, on ne peut pas affirmer qu’une intersection
quelconque d’ouverts est un ouvert.

Trop de calculs matriciels, sans entrer dans les détails des coefficients. A ce stade du probléme on
peut s’attendre & ce que les candidats qui abordent la question reconnaissent un changement de
base.

Pour la continuité (question d), la linéarité en dimension finie est rarement évoquée. Les candidats
se contentent d’affirmer que ’expression est « polynomiale en les coefficients » .

Partie IV

La compatibilité a donné lieu & des preuves trop vagues. Cette question était l'occasion de faire
le lien entre les connaissances d’algébre linéaire et les rappels et compléments sur les actions de
groupes. Elle a permis & certains candidats de montrer du recul sur les notions d’algébre et d’algébre
linéaire.

La différence entre matrice et application linéaire n’est pas toujours claire, donc de nombreuses
preuves sont floues. Bien mentionner que ’on considére des matrices dans une base : By.

3.1.4 FEléments de correction

Les indications exposées dans cette section proposent aux candidats des pistes de solution pour répondre
aux questions du probléme. Elles sont cependant parfois trop succinctes pour constituer un modéle de
rédaction répondant a toutes les attentes du jury.

1

Partie I : drapeaux de sous-espaces vectoriels

On a clairement Ey C Ey car dim Eq = 1. Soit j € [1; n— 1]. La famille (e1, ..., e;) est extraite de
(é1,...,€ej41) donc Ej C Eji;. Les deux familles de vecteurs considérées sont libres donc dim E; =
Jj < dimEj;1 = j+ 1, ce qui montre que E; C Ej;q. Par ailleurs, (eq,...,e,) engendre E donc
En = E. Ainsi (E;)ic[o;n] est un drapeau total.

On utilise le théoréme de la base incompléte. Soit (E;)ie[o;,] un drapeau total de £. On remarque
que la suite (dim(E};))ie[o;n] est une suite strictement croissante d’entiers tels que dim Ep = 0 et
dim E,, = n. On a donc nécessairement Vi € [0; n] dimE; = i. Soit e; € Ey3 ~ {0}. Sin =1
la construction est terminée, sinon n > 2. Soit alors ¢ € [1;n—1]. Si (e1,...,e;) est une base
adaptée au drapeau (Ej)je[[O;i]] qui est un drapeau total de E;, alors c’est une famille libre de 4
vecteurs de F;11, que 'on compléte en une base de F;11. Comme on I’a remarqué, dim F;+1 =i+ 1
donc la base obtenue est de la forme (ey,...,e;11). La famille (ey,...,e,) est alors une base de
En = E, qui est adaptée au drapeau (E;)ic[o;n]-

D’aprés le résultat de la question précédente, le drapeau total (Ei)ie[[O;n]] admet une base adaptée
(€1,...,&n). On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & cette base. On obtient
une base (eq,...,ep) orthonormée, telle que Vj € [1; n], Vect(e1,...,ej) = Vect (e1,...,¢;). La
base othonormée (e1,...,e,) est donc adaptée au drapeau total (£;);c[o;n]-

Soit (ey,...,e,) une base de vecteurs propres de u. Considérons le drapeau total associé & cette
base. Pour tout i € [1; n], il existe \; € K tel que u(e;) = Aje;. Soit j € [1;n] et z € E; =
Vect (eq,...,e;). En écrivant = Y _J_; x;e; on constate que u(z) = Y 7_; z;\ie; € Vect (eq, ..., ¢e;) =
E;. Donc ce drapeau total est stable par u.
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Soit x € E vérifiant v~ t(z) # 0.

a) Soit k € [1; n]. Lafamille («"*(z),u" **1(x),...,u""(x)) est une famille libre de k vecteurs.
En effet, soit ag,ar_1,...,a1 € K tels que Zle a;u""*(z) = 0. Alors uk_l(Zle au" " (x)) =
apu™ 1 (z) = u71(0) = 0 et w1 (x) # 0 donc az = 0. De proche en proche, tous les a; sont
nuls et la famille considérée est libre.

b) Pour tout i € [0;n—1], on a Ker v’ C Ker ut!, Ker u® = {0} et Ker v" = E. Comme
u"" " (z) € Ker ut N Ker u', on a Ker v’ C Ker u'™!, et (Ker u");e[o;,] est un drapeau total
de E. On en déduit immédiatement que dim Ker u’ = 4 et que la famille (u"~!(x),u"2(z), ..., u(x), x)
est une base adaptée de ce drapeau.

De plus, ce drapeau est bien stable car si y € Ker u* alors u*(u(y)) = u(u*(y)) = u(0) = 0 donc
u(y) € Ker u'.

Supposons que u est trigonalisable. Soit (eq, ..., e,) une base dans laquelle la matrice de u est tri-
angulaire supérieure. Soit (Ei)ie[[() .n] le drapeau total défini par cette base. Alors comme la matrice
de u dans la base (eq,...,ey,) est triangulaire, on a pour tout i € [1; n] u(e;) € Vect (ey,...,e;),
ce qui montre que le drapeau (F;);c[o;y] est stable par u. Réciproquement, si (E;);[o;,] est un
drapeau total stable, soit (eq,...,e,) une base adaptée a ce drapeau. Alors la matrice de v dans
cette base est triangulaire supérieure et u est trigonalisable.

Soit % un endomorphisme trigonalisable d’un espace euclidien E. Alors il existe d’aprés la question
précédente un drapeau total de E stable par u, et d’aprés la question 3 un tel drapeau admet une
base adaptée orthonormée. On obtient ainsi une base orthonormée dans laquelle la matrice de u
est triangulaire supérieure.

Partie II : des groupes quotients

Soit H < G.

a) Soit g1, 92,491,945 € G. Pour i € {1,2}, on a g;H = ¢g.H si et seulement si il existe h; € H tel que
gi = gih;. Supposons que ce soit le cas. Alors g1 H * goH = g192H = (g h1ghho)H = (gih1g5)H.
Mais comme H est distingué dans G, on a Hg), = g4 H ; ainsi il existe h € H tel que h1g} = ghh.
Ceci montre que high H C ghH et donc que g1 HxgoH C ¢} g5H. De maniére analogue on obtient
I’autre inclusion, et donc la loi proposée est bien définie. C’est clairement une loi de composition
interne.

Associativité : soit g1,92,92 € G. On a (g1H xgoH) * gsH = g192H * gsH = (g192)9sH =
91(9293)H = g1H % (9293)H = g1 H * (g2 H * g3 H).

De plus H est neutre pour la loi de composition, et si g € G, 1’élément gH admet pour symétrique
g 'H:eneffet gH«H = HxgH =gH et gH%g'H =g 'HgH = H.

b) L’application 7 est surjective car si x € G/H, il existe g € G tel que z = gH et on a 7(g) =
gH. D’apres la question précédente, on a m(g1g2) = g192H = (g1H) * (92 H) = 7(g1) * 7(g2),
I’application 7 est donc un morphisme surjectif de groupes.

a) Soit A € TU(K) et P € T,}(K). Comme rappelé dans les notations, 7, (K) est un groupe.
Comme TU,F(K) C T, (K), on obtient P~*AP € T,/ (K). De plus les coefficients diagonaux du
produit de deux matrices triangulaires supérieures est le produit terme a terme des coefficients
diagonaux. En effet, soit T' = (ti,j)i,je[[l;n]] et TV = (tg’j),-7je[[1;n]] deux matrices triangulaires

n
supérieures. Soit ¢ € [1; n]. Le coefficient d’indice (¢,4) de TT" est TT'[i,i] = tz‘,kt;ﬁ,i mais
k=1
tixg =0sii>kett,,; =0sii<k,donc TT'[i,i] = t;;t] ;.
Ainsi 77! est triangulaire supérieure et T71[i, 4] = (T'[i,i]) 1. De plus P~ AP[i, ] = (P~Y)[i,4]a;; Pli,i] =
P~i,i)P[i,i] = 1 car a;; = 1. Ceci montre que P~1TU,(K)P C TU,  (K), donc que TU, (K) <
TH(K).
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b)

Si n = 1, la réponse est oui, mais si n > 2 la réponse est non. On a par exemple en posant

(01, (11 N (1 0\ _ .
P_<1 0),T1—<0 1)€T2(K)etT2—<1 1)ET2(K),ona

rne= ()G DE D0 Y-

et on construit un contre-exemple par blocs a partir de celui-ci pour n > 3 en remarquant que

(P—l 0 ><T1 0 )<P 0 )_(B 0 )
0 |In- 0 | In— 0lie ) \ 0 |Lia )’

10 Comme G/H a deux éléments, on a déja H # G. Soit g € G~ H. Si R est une relation d’équivalence
sur un ensemble E, alors les classes d’équivalences constituent une partition de E. Ici, les classes &
gauche et a droite constituent une partition de G donc on a G = H UgH = H U Hg, les réunions
étant disjointes. On en déduit que gH = Hg et donc que H < G.

11 a)

On a A C GLy(R), car par exemple les matrices A et B sont de déterminant non nul. On a
(1) _01> = A3B, donc
BA? = A3BA = AB = A?2B et BA? = AB = AB. Soit k,k' € [0; 3] et [,I' € [0; 1]. Soit
C = A*BIAFBY Sil=0o0naC = A"¥B' = A"B" € A on r est le reste dans la division
euclidienne de k + k" par 4. Si I = 1 on a de la méme maniére, grace aux calculs que 1’on vient
de faire C' € A, ce qui montre que A est stable par multiplication. Par ailleurs, l'inverse de A"
est A* % ¢ A, V'inverse de B est B € A, l'inverse de AB est BA3 = AB, l'inverse de A%B est
BA? = A?B et l'inverse de A3B est BA = A3B. A est donc stable par passage a I'inverse.

Ainsi A est un sous-groupe de GL2(R).

aussi clairement I € A. On remarque que A* = B2 =1,. On a BA = <

Soit C € A. Les calculs effectués a la question précédente montrent que CT = {CAF | k €
[0;3]} =< A > ou CT = {B,AB,A?B,A*B} =< A > B. Ainsi l'ensemble A/T posséde
exactement deux éléments, et d’apreés la question 3.1.4, I' < A. D’aprés les rappels, dans ce cas
A/T peut étre muni d'une structure de groupe. Il n’y a qu’'un seul groupe a deux éléments
a isomorphisme pres, donc A/T et R sont isomorphes; un isomorphisme pourrait étre donné
explicitement par < A >— Ih et <A > B+— B.

On a vu que BA # AB donc A n’est pas abélien, alors que puisque I' et R sont cycliques (donc
abéliens), le groupe I' x R est abélien. Ainsi A et I' x R ne sont pas isomorphes.

On a HgK = Upcg hgK = Upex Hgk donc une réunion de classes & gauches et une réunion
de classes a droite.

La relation binaire 2Ry < HxK = HyK < dh € H, Jdk € K, y = hxk est une relation

d’équivalence. Elle est en effet :

— Reflexive : soit x € G, TRx car x = lgzxlg.

— Symétrique : soient x,y € G, tels que xRy. Il existe h € H et k € K tels que y = hak donc
x=h"tak™! et yRa.

~ Transitive : soient z,y,z € G tels que xRy et yRz. Il existe h,h' € H et k, k' € K tels que
y = hxk et z = h'yk'. Alors z = h'hakk’ donc 2R z.

On a utilisé & chaque fois le fait que H et K étaient des sous-groupes de G.

Les classes d’équivalence pour cette relation sont les doubles classes, ce qui prouve que I’ensemble

des doubles classes constitue une partition de G.

Partie III : décomposition de Bruhat et matrices
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13 a)

b)

c)

d)

14 a)

Pour i € [1;n—1] on a uy(g;) = €41 et us(e,) = 1. Ainsi pour i € [1; n — 1], la colonne
de coordonnées de u(e;) dans la base B est constituée de 0 sauf a la i-éme position, qui est un
1
0
« 1 ». La colonne de coordonnées de u(e;,) est | .
0
0 1
1 0 ... 0
1 0 0
On en déduit que P, = 0
0O ... ... 0 1 0

Sid € [1;n], on a Ueo o () = ooy (i) = Eo(i)- On en déduit que uy = Uejo.0¢, @ pour
matrice dans la base B la matrice P, = P, X --- X P, .

Les colonnes de P, constituent une base orthonormée de M, 1(R); en effet dans une matrice
P, tous les coefficients sont nuls sauf un, qui vaut « 1 » et qui est aussi le seul coefficient non
nul de sa ligne, donc P, est orthogonale.

On peut par exemple revenir a la définition du déterminant, pour voir que det(P,) = e(o),

ou e désigne la signature. En effet, si on note p;; les coefficients de P,, on a det(F,)
n

> el(s) kl;llps(k)’k' Si s # o il existe k € [1;n] tel que s(k) # o(k) et donc pyy), = 0.

SEGn

n
Dans ce cas kH Ps(k).k = 0 et tous les termes de la somme ci-dessus sont nuls, sauf celui pour
=1 !

s

s = 0. Ceci donne det(F,) = e(0) Ll pyuyp = e(0).

k=1

Ainsi

P, € SO,(R) & 0 € Ay,
ou 2, désigne le groupe alterné.
Notons [T j(A)A]r, le coefficient d’indice (k,1) de la matrice T; ;(A\)A. On a [T ;(N)A]r; =
Zl[Ti,j(A)]k,m[A]m,l
m=
Si k # i alors [T j(A)]k,m = 6k,m donc [T; j(N)A]g; = [A]r, et la ligne k n’est pas modifiée.
Si k =i alors [T; j(A)]im = 1lorsque m = i et A lorsque m = j donc [T} ;(A) Al;; = [A]; 1+ A[A]
De maniére analogue, on voit que D;(A)A correspond a l'opération L; < AL;, que AD;(\
correspond a C; <= AC; et AT; j(A) a Cj <= C; + AC;.
On obtient respectivement L; <+ L; et C; <+ C;. La matrice P, A s’obtient en permutant les
lignes de A; la i-iéme ligne de P, A est la o~ !(i)-iéme ligne de A. La matrice AP, s’obtient en
permutant les colonnes de A : la j-iéme colonne de AP, est la o(j)-iéme colonne de A.

15 Soit 4,5 € [1; n]. La matrice U P, s’obtient en permutant les colonnes de U : la j-iéme colonne de
UP, est la o/ (j)-iéme colonne de U. De méme, la matrice P,V s’obtient en permutant les lignes de

Vs

la i-iéme ligne de P,V est la o~ !(i)-iéme ligne de V. Ainsi les coefficients d’indice (i, j) de U P,/

sont nuls pour i > ¢/(j). Or le coefficient d’indice (0(j),j) de P,V qui est le coefficient d’indice
(7,7) de V n’est pas nul car V est inversible. On en déduit que pour tout j € [1; n], o(j) < o' (j).
De maniére analogue, on montre que pour tout i € [1; n], on a ¢’(i) < o(i) donc o = o’.
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16 a)

b)

Soit A une matrice inversible. Montrons qu’il existe une matrice U triangulaire supérieure
unipotente, une matrice V' triangulaire supérieure et une matrice de permutation (et non de
transposition) P, telles que A = UP,V. Comme A = (a;); jc[1;n] est inversible, I'un au moins
des coefficients de sa premiére colonne n’est pas nul. Soit iy = max{k € [1;n], a1 # 0}.
On effectue pour tout @ € [1;¢;] l'opération L; < L; — :iiT’llLil en multipliant & gauche
par une matrice triangulaire supérieure unipotente (obtenue comme produit de matrices de
transvections). On effectue Cy <+ aii 101 puis pour j € [2;n], C; < Cj — a;,;C1 ce qui se
fait en multipliant & droite par des matrices triangulaires supérieures (produit de matrices de
transvections et de dilatation). On obtient alors une matrice

0 « ... %
0 % ... %
1 0 0
0 « ... %
0 % ... %

On recommence ce type d’opérations sur les colonnes suivantes. On remarque que is = max{k €
[1;n], aga # 0} # i1. Apreés le traitement de la derniére colonne, on obtient une matrice de
permutation ne contenant qu’un seul « 1 »par ligne et par colonne.Ceci prouve que U’ AV’ = P,
avec U’ et V' respectivement triangulaire supérieure unipotente et triangulaire supérieure car
produits de telles matrices. Ainsi A = UP, V.

Remarque : Comme V est obtenue comme produit de matrices de dilatation et de transvection,
c’est une matrice inversible. Ceci explique pourquoi, dans la question suivante et dans l'inclusion
annoncée dans I'énoncé GL,,(K) C U, s T.F (K)P, T, (K), on ne fait intervenir que des matrices

[AS{CT
triangulaires supérieures inversibles.

SiUP,V =U'P,V'avec U,U’, V, V' triangulaires supérieures inversibles, alors P(;lU —UP, =
V'V~L D’aprés la question 3.1.4 on a donc ¢ = o' car U'"'U et V'V~! sont triangulaires

17 Si ¢ =0 on obtient

supérieures inversibles.
a b\ (1 0\ /1 0\ fa b
c d) \0o 1)\0 1/\0 d

Sinon on suit I'algorithme décrit & la question précédente et

(a6 )0 o6 =)

Détail de I’algorithme, en notant A = <CCL Z) lorsque ¢ # 0 :

a)

b)

Annuler la premiére sur colonne en effectuant Ly < L1 — %Lg. On a donc

G909

le coefficient en haut a droite de cette matrice est b — a—cd =1

—= car ad —bc=1.

Effectuer les opérations Cq < %Cl, puis Cy < Cy — dC qui donnent

()G )6 -0

19



c¢) Enfin, Cy + —cCy donne :
L2\ 4 (¢ O\ (1 —d) (1 0)_(01
0 1 0 1)\0 1/)\0 —¢) 1 0
1 -2 1 d\_(01
o )4 2)-G o)

. . . (1 ¢ :
e) Puis la décomposition voulue en inversant les matrices (0 1C> et ( 6 —dc>

d) On en déduit que

18 a) Si A satisfait la proprieté (Eq), alors A est le produit de deux matrices inversibles, donc est
inversible. Si A satisfait la propriété (Ey), alors tous les mineurs principaux de A sont non nuls,
en particulier le mineur d’ordre n, autrement dit det(A) # 0 et A est inversible.

b) Soit A une matrice satisfaisant la propriété (E1). On écrit A = UV avec U € T, (C) et V €
T, (C). Soit k € [1; n]. On écrit par blocs :

_ (U1 O _ (W V2
o= a) =)
ou Uy € T}, (C), Us € T, ,(C), V1 € T}/ (C) et V3 € T, , (C). Alors

T (Ulvl U1 Ve )

UV UaVo + UsVs

Ceci montre que le k-éme mineur principal de A est det(U; V1) = det(Uy) det(V7) # 0.

c¢) Sin = 1iln'y arien & montrer. Soit n > 2. Supposons que I'implication (E3) = (E;) est
vraie pour toutes les matrices d’ordre au plus n — 1. Soit A € GL,,(C) dont tous les mineurs
principaux sont non nuls. D’aprés I’hypothése de récurrence, on peut écrire

(AL Ay
4= (AB a )
ot Ay = Uy V; avec Uy € T, {(C) et Vi € T,7 ;(C). On cherche U € T;; (C) et V € T, (C) par

blocs, sous la forme
(U1 O ([ C
=05 ) v (0 %)

vérifiant A = UV, autrement dit B € My ,-1(C), C € M;,—11(C) et :

Ui = A
U.C = Ay
BV — As
BC+bc =a

Les mineurs principaux de A; sont non nuls, on sait donc par hypothése qu’il existe Uy et V) tels
que U1V7 = Ay avec Uj triangulaire inférieure et V; triangulaire supérieure inversibles d’ordre
n — 1. Ces matrices Uy et V) étant inversibles, le systéme U1 X = As admet une unique solution
C € My—11(C) et le systéme ‘v, 'Y = YA admet une unique solution B € M ;,—1(C). Sil'on
pose b =1¢et ¢ = a— BC on a trouvé une décomposition A = UV satisfaisant les conditions
cherchées.

Remarquons que le choix de b = 1 permet de montrer que ’on peut imposer par exemple & la
matrice triangulaire inférieure de n’avoir que des 1 sur sa diagonale.
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Les applications ¢y introduites par 1’énoncé sont des fonctions polynomiales en les coefficients
de A, donc continues. Les matrices satisfaisant la relation (E3) sont les éléments de ’ensemble
M1 90,;1(((3*) C ¢, 1(C*) = GL,(C). Comme C* est un ouvert de C, et que les ¢y, sont continues,
les ¢, 1(C*) sont des ouverts de GL,(C); on a donc une intersection finie d’ouverts de GL,(C),
c’est un ouvert de 'ouvert GL,,(C).

a) On remarque que 7o 7 = Idy,,], donc que Pl =P 1 = P.. Soit T € T,F(C) et f I’endo-
morphisme de E dont la matrice dans la base B est T. Alors la matrice de P,T P, est celle de
f dans la base B" = (e-(1),.-.,&7(n))- Soit k € [1;n]. Alors, en posant i = n —j+ 1, on a

n—k+1 n
flery) = flen—ka1) = D0 tjn—k+165 = D taitlm—k+1E-(), C€ qui montre que la matrice
j=1 i=k

de f dans la base B’ est triangulaire inférieure, et reste inversible puisque T 1’était. Ceci prouve
que P, T;F(C)P. C T, (C). De maniére analogue, on montre que P. T, (C)P. C T,;F(C) et donc
que P.T.H(C)P =T, (C).

b) D’apres la question a), P, T,/ (C)P; =T, (C) donc P, T,/ (C)P, T, (C) =T, (C)T,/ (C). D’apres
les questions 18 c) et 3.1.4, cet ensemble est un ouvert de GL,(C).

¢) De maniére analogue a la question précédente, on utilise le fait que P77 (C)P.T,F(C) =
T, (C)T;(C). On raisonne alors de la méme maniére que pour prouver la densité de GL,(C)
dans M,,(C). Soit A € GL,(C) et A®) = (aij)ije[1;k] les matrices extraites & considérer. Le
spectre Sy des A®) est fini donc leur réunion S = Uj—, Sk aussi. Comme A est inversible, 0
n’est pas dans le spectre de A, donc S est un ensemble fini de complexes non réduit a {0}.
On peut donc considérer A = min{|s|, s € S~ {0}}. Dans ce cas, pour tout p > LITIIJ’ on a

A— %In € GL,(C) qui satisfait la condition (Eg). On a ainsi exhibé une suite de matrices de
T, (C)T,;f(C) qui converge vers A.

d) L’application A — P:A est un endomorphisme de M, (C). Comme M, (C) est de dimension
finie, A — P A est continue. Cette application est de plus clairement involutive, donc bijective
et de réciproque continue. C’est un homéomorphisme.

e) Comme I'application A — P, A est un homéomorphisme, T, (C) P T, (C) est un ouvert dense de

GL,(C). D’apres la question 3.1.4, Pensemble Jyee, Tif (C)P,T; (C) est son complémentaire
oF#T
dans GL,,(C), et c’est donc un fermé d’intérieur vide.

Partie IV : décomposition de Bruhat et drapeaux

On définit bien ainsi une action car si (e;)ie[1;n,] € A, on a Idg - (€i)ig[1;n] = (€i)ig[1;n] €t i
g,h € GL(E)7 alors g - (h ’ (ei)ie[[l;n]]) = (g o h) ’ (ei)ie[[l;n]]'

Soit g € GL(E) tel que g - (e:)ic[1;n] = (€i)ic[1;n] alors I'application linéaire g admet la matrice
I, pour matrice dans la base (e;)ic[1;,] donc g = Idg. Tous les stabilisateurs sous I’action sont
réduits au neutre : 'action est fidéle.

Soit (€i)ie[1:n] €t (€i)ic[1;n] deux bases de E. On sait qu'il existe un automorphisme de E qui
envoie la base (e;)i[1;,] sur la base (€;)ie[1;r]- Ceci montre que Iaction définie dans cette question
est transitive.

On vérifie ici aussi que I'on définit bien une action de groupe, en particulier que si g € GL(F) et
(Ei)iel[l;n]l € D, alors (g(E’i))ie[[l;n]] e D.

Soit (Ei)icfo;n], (Fi)icfo;n] € D- On vérifie de méme qu’a la question précédente qu’il existe
g € GL(E) tel que g - (Ei)icfo;n] = (Fi)ic[o;n] en considérant I'automorphisme qui envoie une
base adaptée sur une base adaptée, ce qui donne & la fois la transitivité et la compatibilité des
actions.
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23 Soit g un automorphisme élément du stabilisateur de 6(By).
Comme pour tout ¢ € [1; n], on a g qui laisse stable Vect (¢1, ..., ¢;), la matrice de g dans la base
By est triangulaire supérieure et inversible car g 1’est. Réciproquement, si g est un automorphisme
dont la matrice est triangulaire dans la base By, alors g stabilise §(By), par compatibilité des actions
sur D et sur A.

24 La relation R est
— Réflexive : soit M € GL,(K), M—*M = I,, € T,/ (K).
— Symétrique : soit M, N € GL,(K). Si M~'N € T} (K), alors N"'M = (M~'N)~! € T}(K).
— Transitive : soit M, N, P € GL,(K).Si M~IN € T;F (K) et N"'P € T,/ (K), alors M INN~1P =
M~1P e T;F(K).

25 a) Clest une conséquence de la question 3.1.4 : Si M et N sont dans GL,(K) sont telles que
M = N, alors il existe une matrice triangulaire supérieure inversible 71" telle que N = MT.
Alors N - 5(30) =M-T- 5(30) =M - 5(30)

b) Comme on I’a vu, 'application M — M - (0(By)) définie sur GL,,(K) est surjective car ’action
est transitive (question 3.1.4). Le passage au quotient ¢ rend cette application injective d’apres
la question 3.1.4 : si (M) = p(N), alors M~IN - §(By) = §(Bo) et M~IN € T,/ (K) donc
M = N.

L’application ¢ est donc injective et surjective.
26 On a pour X,Y € GL,(K), o(XY) = (XY)-6(By) = X - (Y -6(By)) = X - o(Y).
27 Soit X,Y € GL,(K) et U,V deux matrices triangulaires supérieures inversibles, P, une matrice de

permutation, telles que X 'Y = UP,V. On a en utilisant le fait que I'on travaille dans le quotient
par T,F(K) :

(X, Y) =X - (I, XY) = X - (I, UB,V) = XU - (U1, B,V) = XU - (I, B)
Si de plus il existe A € GL,(K) et 0,0’ € &, tels que

(E)E) — A : (In)PO") — (Z7APU’)

alors A € T;F (K) et il existe T une matrice triangulaire supérieure telle que AP,» = P,T. Comme
la permutation de la décomposition de Bruhat est unique (ou en invoquant directement la question
15), on en déduit que o = ¢'.

28 On vient de montrer que pour tout (X,Y) € GL,(K)/T, (K) x GL,(K)/T;} (K) il existait un unique
couple (I, P,) dans l'orbite de (X,Y) sous l'action de GL,(K). Ainsi, 'ensemble des orbites de
'action de GL,,(K) sur GL,(K) /T, (K) x GL,(K)/T,f (K) est en bijection avec {(I,, Py), o € &,}
donc posséde n! éléments.

N ~—

22



