Partie I

On fixe deux matrices A et B, éléments de ., (C).

a

1. Soit (a,b) € C%. det ([—l_) g]) = la]> + b e Ry

2.

a) Soient A= (ai;),¢; i<, € #n(C) et v=(v;),;c, €C"

n n n
Av = E a; VK = E Q; Uk = E Qi L Uk = Av
k=1 1<i<n k=1 1<i<n k=1 1<i<n

Xt

b) Notons ¢ Papplication de I’énoncé.
> pop=1d 4, ), donc ¢ est involutive et bijective.
> @(In) =I,.
. 2
> Soient (A,B) = ((ai’j)1<i’j<n s (b'ivj)léi,jgn) € ‘%’n (C) et ()‘hu) € R2'

Alors, ¢ (A + uB) = (Xa; j + 'Mb"'vj)lgi,jgn o ;@R? (Nai; + ﬂm)lgi,jgn = Ap (A) + pyp (B).

> Soit (4, B) = ((a¢7j)1<i,jgn ) (b17j)1gi,j<n> € Mn ((C)2'

= (Z ai,kbk,j> = (Z aik E) =¢(4)¢(B)
k=1 <ig< k=1 1<4,5<n

X

C) S()it A= (ai,j)lgingn € tﬁn (C)

det( Z H o(i).g =
ceS, j=1

d) Soit A € GL, (C). Alors, det(A) # 0. Ainsi,

3

- = det (A)
cES, j=1

det (AA) = det(A) det (A) = det(A)det(A) = |det(A4)|* >0
a) Il suffit de choisir n := min |\ ot Sp(A) désigne 'ensemble des valeurs propres de A si A

A€eSp(A)\{0}
admet au moins une valeur propre non nulle et 1 := 2018 sinon.

b) Soient A € #,, (C) et n > 0 donné par la question (a). Comme .#,, (C) est un C-espace vectoriel
de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. On choisit la norme ||-|| définie par

VA =(aij)icijcn € #n(C), |A] == maX |am|

1 1
On fixe kg € N* tel que — < 7 (possible car — —— 0). Alors,
ko k k—oo

R
Donc,
(- ) 4 e
Ainsi, (A — Lh) est une suite de matrices inversibles qui converge vers A.
ko + k keN

a)
I, 0] [A B]_[A B
A 1,|*|-B A~ |0 BA'B+A
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5.

6.

b) det ([ In IO]> =1, et A € GL, (C) puisque det (A) = det(A) # 0, donc

BA™!

([ )

A B o
det([o FA‘1B+X]> = det(A)det(BA™'B + A)
—  det(A) det (Z (Z‘1§A—1B + 1))

|det(A)|? det(I,, + CT)

X ) ——1
ouonaposé C:=A B.

(1) = (2)| Supposons (1) vraie. Soit C € #,, (C) (il est important d’introduire C' en premier pour

s’assurer que C' est quelconque)
Posons A := I, et B := C. Alors, A est inversible et C' = a'B. Donc, d’apres 4.b,

det(I, + CC) = |det(A)|* det(I,, + CC) = det <[_A§ %D €ER,

d’apres I’hypothese.

(2) = (1) | Supposons (2) vraie. Soit (4, B) € .#, (C)*. On conserve la norme choisie précédemment.

> Supposons d’abord A inversible. Alors, en posant C := Z_IE, on a
det (| L Bl = |det(A)|* det(1, + CC) € Ry
-B A
d’apres 'hypothese.
> Si A n’est pas inversible, on introduit une suite (Ag)ren de matrices inversibles qui converge

A B
vers A. Alors, pour tout k € N, det k1) e R,.

—B A
On conclut par passage a la limite, en utilisant la continuité du déterminant, de la conjugaison
et le fait que Ry est fermé dans C.

Partie 11

a) AB = A(BA)A™'. Donc, AB ct BA sont semblables et xap = XBA-

b) On considére une suite (Ag)ren de matrices inversibles qui converge vers A.

D’apres la question précédente, pour tout k € N, x4, = XBA,-

Par continuité du produit matriciel (bilinéaire en dimension finie), A B = AB et BA ==
—o0 —00

BA.

Par ailleurs, la fonction x : 4, (C) — C,[X] est continue :
M — XM

n
En effet, on pose, pour tout M € .4, (C), xu =: Zak(M)Xk et on munit .2, (C) et C,[X] de
k=0

la norme du max des modules des coeflicients (encore une fois, toutes les normes sont équivalentes
en dimension finie). Comme les M — ai (M), 0 < k < n, sont polynomiales en les coefficients de la
matrice, elles sont continues. D’ou la continuité.

Donc, par passage a la limite, xap = xBA-
Pour tout A € R,
Xee () = det(AL, — CO) = det ()\In - CE) = det (A = CC) = xge () = xeeW)

Donc, les polynémes Y & et Xz coincident sur R qui est infini. Donc, Yoz = Xo@- Ainsi, X €
R[X].
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7. Xcg annule CC, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton et est scindé & racines simples par hypothese.

10.

11.

12.

13.

Donc, CC est diagonalisable. Les valeurs propres sont toutes de multiplicité 1, donc les sous-espaces
propres sont de dimension 1.
a) CCuv = \v, donc
CCo=CCv=Xv = \v
ACR
b) .
CCCv=C(\v) =\Cv

Donc, CT € E\(CC) et E\(CC) est une droite vectorielle dirigée par v (car v # 0, puisque v est un

vecteur propre).

Ainsi, il existe p € C vérifiant Cv = po.
c)

C(i7) = 50T = fipw = |p[>v et C(7i7) = C(7w) = C (C7) = CCv =

Comme v # 0, A = |u> € Ry.

Xce est un polynome a coeflicients réels qui ne s’annule pas sur R* d’apres la question 8. Il est donc de

signe constant sur cet intervalle. Or,

Xeols) o

Ainsi, x ¢ a le signe de (—1)" sur R”. Donc,

det (I, + CC) = (—=1)"det (I, — CC) = (-1)"xcg(-1) =0

Partie 111
r—1 q—1
Soit (U, V) = < ’LLka,Z’Ule> S KT—I[X] X Kq_l[X].
k=0 1=0
q—1
(U, V) = (U,0) + Zuk X*0)+) (0, XY € Vect(A)
1=0

2 est donc une famille génératrice de K, _1 [ X]xK,_1[X] qui comporte r+¢ = dimg (K,_1[X] x K;_1[X]).
C’est donc une base de K,_1[X] x K,_1[X].

Soient (U1, V1), (Ua, Va)) € (K,_1[X] x Ky_1[X])? et (o, B) € K2,

@ (U, Vi) + B(Uz,V2)) = @(aUy + BUz,aVi + BVa) = P(aU; + pUs) + Q(aVi + Va)
= a(PUL +QWVi) + B(PU2 + QV2)
= ap(Ui,V1) + Be(Uz, Va)
q—1
Pour tout j € [0,7 — 1], ¢(X7?,0 Zaka'“ et pour tout j € [0,q — 1], ¢(0, X7) ZkakJ”

k=0
Donc,

M = Syl(P,Q)
a) Soit (U, V) € Ker(p). Donc, PU + QV =0, d’ou —PU = QV.
Donc, P divise QV. Or, P AQ = 1. Donc, P divise V' (lemme de Gauss).
SiV #0, alors ¢ — 1 > deg(V) > deg(P) = q. Absurde. Donc, V = 0. De méme, U = 0.
Ainsi, ¢ est injective.

b) ¢ est une application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de méme dimension. C’est donc
un isomorphisme. Ainsi, M est inversible. Donc,

Resg (P, Q) = det (Syl(P,Q)) = det(M) # 0
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14.

15.

16.

17.

18.

Supposons que ¢ soit injective. Alors, ¢ est un isomorphisme. Ainsi, il existe (U, V) € K,_1[X]xKq_1[X]
vérifiant PU + QV = 1. Donc, P A @Q = 1 d’apres le théoreme de Bézout. Absurde. Ainsi, ¢ n’est pas
injective. Donc, Syl(P, Q) n’est pas inversible et son déterminant est nul.

e 1le b 0 1
A(P) = gResK (aX?+bX +¢,2aX +b)=—=1|b 2a b|=—- (c 2a b _ b b b
a al, 0 2 a 0 2a a 2a

C étant algébriquement clos, P et P’ sont scindés, donc P et P’ sont premiers entre eux si et seulement
s’ils n’ont pas de racine commune, donc si et seulement si toutes les racines de P sont simples.

Donc, P est scindé & racines simples si et seulement si Resg (P, P') # 0 si et seulement si A(P) # 0.

Partie IV

a) Pour tout d € N*, notons HR(d) la propriété a montrer.

Initialisation. Un polynéme a une indéterminée admettant une infinité de racines est nul.
Hérédité. On fixe un entier d > 2. On suppose HR(d — 1) vraie.
Soit P: (z1,...,%q) — Z a(kl’._wkd)ﬂclflxgz e xsd une fonction polyndmiale s’annulant

(kl,...,kd)GS
sur un produit Iy X I X --- X I; de parties infinies de C.

Quitte & ajouter des coefficients nuls, on peut supposer qu’il existe r € N vérifiant S = [0, r]]d.
On fixe (ul,ltz, A ,ud_l) cly xIyx---x1Tj_q.
Alors, pour tout z € Iy

r

k ka—1 k
0=Puy,...,ug—1,¢) = E g Ay,ohg 1)UL U | @
k=0 \(k1,...,ka—1)€[0,r]*~*

=:Pr(u1,...,uqg—1)

Ainsi, comme le polyndme a une indéterminée z — P(uq,...,uq—1,2) admet une infinité de
racines, ses coefficients sont nuls. Ainsi, pour tout k € [0, 7],

V(ur,u2,...,ug—1) € It x Io x -+ X Iy, Py(u,...,u4-1) =0

donc d’aprés HR(d — 1), tous les coefficients de P sont nuls.
Ainsi, tous les coefficients de P sont nuls.

b) Zp est un fermé comme image réciproque du fermé {0} par 'application continue (car polynomiale)

pP.

e}
Supposons que Zp # &. Les normes étant équivalentes en dimension finie, on peut choisir la norme
infinie sur C?. Il existe donc 7 > 0 et (ay,...,aq) € C? tel que

D(ahn) X ‘D(a2777) X X D(ad»'fl) - ZP

ot D(z,r) désigne le disque fermé de centre x € C et de rayon r € Ry
Ainsi, P s’annule sur un produit d’ensembles infinis et P est la fonction polynémiale nulle. Absurde.
Donc, Zp est un fermé d’intérieur vide. Son complémentaire est donc un ouvert dense.

De maniére analogue, on définit les fonctions polynémiales de R? dans R.

On fixe une fonction polynémiale P : R? — R. Si P s’annule sur un produit Iy x Iy x ---I; de parties
infinies de R, alors P est nul, i.e. tous ses coeflicients sont nuls. Il suffit de reprendre la démonstration
de 17.(a) en remplagant C par R.

La fonction P : M — A (x,,77) est polynomiale en les parties réelles et imaginaires des coefficients de M
(on utilise I'identification naturelle entre ., (C) et R2"2), a valeurs réelles (car VM € 4, (C), x 77 €
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19.

20.

21.

n
R[X]) et n’est pas nulle, puisque si I'on pose A := Diag(1,2,...,n), A(x,7) = A (H(X - k2)> #0,

n
puisque H (X — k?) est scindé & racines simples.
k=1
Q est le complémentaire de
Zp = {O € My, (C) | A(Xc@) = O}
qui est un fermé comme image réciproque de {0} par la fonction continue P.
Si ’on suppose que Zp est d’intérieur non vide, Zp contient un produit d’intervalles non réduits & un
point (en utilisant & nouveau lidentification précédente) donc infinis. Ainsi, P a tous ces coeflicients
nuls. Ce qui est absurde, puisque P n’est pas la fonction nulle.
Ainsi, © est un ouvert dense de ., (C).
Soient C € 4, (C) et (C); ey une suite d’éléments de Q qui converge vers C (il en existe par densité).
D’apres la question 9., pour tout k € N, det (I, + CxCy) € R,
La fonction M > det (In + J\/[M) est continue (car par exemple, polynémiale en les parties réelles
et imaginaires des coefficients de la matrice). Ainsi, comme R, est fermé, par passage a la limite,

det (In + 05) ceRy.

a) Soient C € 4, (C) et A e R,.
Le résultat est immédiat si A = 0 puisque dans ce cas, det ()\In + CE) = det (Cﬁ) = |det (C')|2 > 0.
Supposons maintenant que A > 0. Alors, d’aprés la question 19,

det (AL, + CT) = A" det (In n (%0) @) >0

b) A étant & coefficients réels, A = A, donc yar = x a7+ D’apres la question précédente,
VAeR_, (=1)"xm(A) 20

Soient ¢ une valeur propre réelle strictement négative de M et m € N* sa multiplicité.

D’apres ce qui précede, xps s’annule en Ag sans changer de signe (car Ao < 0). Comme il existe
a # 0 vérifiant
xu(A) ~ a(A=Xo)™

A=A
on en déduit que m est pair.
¢) Supposons qu'il existe U € 4, (R) vérifiant M = exp(U).

1
Si 'on pose A := exp (5 U > € GL, (R), alors M = A?%. D’aprés la question précédente, les valeurs

propres strictement négatives sont de multiplicité paire. 0 n’est pas une valeur propre de M puisque
M est inversible comme exponentielle d’une matrice. Donc, les valeurs propres réelles négatives de
M sont de multiplicité paire.

Partie V
On note d le degré de D. Soient (P, Q) € K[X]? et (A, ) € K2
Alors,
P = quop(P)D + remp(P) ot Q = quop(Q)D + remp(Q)
deg(remp(P)) < d deg(remp(Q)) < d
Donc,

AP + 4Q = (Aquop(P) + pquop (@)D + (remp (P) + premp (@)
deg(Aremp(P) + premp(Q)) < d

Par unicité, on en déduit que

quop (AP + pQ) = Aquop (P) + pquop(Q) et remp (AP + uQ) = Aremp(P) + premp(Q)
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22,

23.

24.

25.

Ainsi, quop, et remp sont des endomorphismes de K[X].

Par ailleurs,
remp(P) =0x D +remp(P) et deg(remp(P)) <d

Donc, par unicité,
quop(remp(P)) =0 et remp(remp(P)) = remp(P)

Donc, remp o remp = remp. Ainsi, remp est un projecteur.
C’est le projecteur sur Im(remp) = Kq—1[X] parallélement a Ker(remp) = DK[X].
E est un K-espace vectoriel quotient. Pour tout P € K[X], P = remg(P) € Vect(%y), puisque
deg(remq(P)) < deg(Q) — 1 =1 — 1. Ainsi, A, est une famille génératrice.

r—1 . r—1 r—1
Soit (Ak)0<k<7,_l € K" vérifiant Z M X =0i.e. Z A Xk =10. Ainsi, Q divise Z A XF

k=0 k=0 k=0

r—1 r—1 r—1
Si Z)\ka # 0, alors r = deg(Q) < deg (Z )\ka> < 7 — 1. Absurde. Donc, Z/\ka =0 et les
k=0 k=0 k=0

coefficients sont nuls. Ainsi, %, est libre.

Donc, %y est une base de E.
a) Supposons que P A Q = 1.

Alors, P est inversible d’apres le théoreme de Bézout.
Ainsi, en posant g : B — _@1_ ,fog=go f=1Idg. Donc, f est un automorphisme de E.
Uw— P U
Supposons que f soit un automorphisme de F.
En particulier, f est surjective. Donc, il existe U € K[X] tel que PU = 1. Ainsi, il existe
V e K[X] tel que PU =1+ QV.
Donc, P AQ =1 d’apres le théoréeme de Bézout.

b) Pour tout € [0,r — 1], f (Yj) = XiP =QU; + R, = B;. Donc, My, (f) = R.
a) Soit S € Kgpp—1[X].
Alors, comme deg(remg(S)) <r—1<g+r—1etdeg(S) <g+r—1,
deg (quog (9))+r = deg (quoy (5)Q) = deg (S — remg(S)) < max (deg(S), deg(remg(S))) < g+r—1
Ainsi, deg(quog(S)) < ¢ — 1. D'ot,
deg (Premg(S) + Qquog(S)) < max (g + deg (remg(5)) ,r + deg (quog(5))) < g+r—1

Ainsi, f est bien définie.
b) Soit (U, V) € K, —1[X] xK,;—1[X]. Comme deg(U) < deg(Q), U = remq(U+QV) et V = quog (U +
QV). Ainsi,

F(U+QV)=PU+QV

c) A est une famille de ¢+ = dim (Ky4,—1[X]) polynomes de Kg,_1[X] étagée par les degrés. Cest
donc une base de Kqy,_1[X].

d) Pour tout j € [0,r — 1], f(Xj) = X/P = QU; + R, et tout j € [0,q — 1], f(XjQ) = X’Q.

Donc, en notant U la matrice de (Uo,Ux, ..., Ur_1) relativement & la base canonique de Kq_1[X],

on a R 0
Mz, (f ) - [U L,]

det (f) = det (R) det (I,) = det(f)
a) Soit (U,V) € K,_1[X] x K41 [X].

Ainsi,

CU+XV)=PU+QV et ({U+X"V)=U+QV
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b)

c)
d)

26.

27. a)

b)

Pour tout j € [0,¢q+r — 1],

; X'P o sij<r—1 : X7 sij<r—1
f(Xj): t bl] r et d)(Xj): - bl‘? . r
X'TTQsijg>r X'77TQsijz>r
Donc,
M@ua‘n (5) = Syl(P7 Q)
et
- T q -
T 0 0 by O 0
0 by
U 0
Mg, (V) = O o 01
0 o 0 b,
0.
oo ST

La seconde matrice est triangulai_re supérieure.
det(v) = det (Mg, (¢)) = b # 0 (car deg(Q) = r), donc ¢ est un automorphisme.
Avec les notations précédentes, on a

fU+QV)=PU+QV=U+X"V)
donc, B
fWU+XV)=¢U+X"V)

Ainsi, comme j : K, 1 [X] x Kg1[X] — Kgir—1[X] est surjective, on en déduit que

(U, V) — U+ X"V
foyp=¢
donc R
f=¢Eoy™t
Resy (P, Q) = det(€) = det(f o ¢) = det(f) det(y) = det(f)b}
Partie VI
0 I, . . 1
Posons P := [ I 0 ] . Alors, P est inversible et P~ = P. De plus,
A B|l,, |D C
ele D=1
-I, 0 . . 1
Posons @ := 0o Ll Alors, Q est inversible et Q™" = Q. De plus,

°le ojer=l
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28. Posons M = [_AE

} . Pour tout A\ € R,

|

ar(h) = det ( :”%‘ S If z: )
= det ( AIZ; A N InE— A: ) d’apres la question 27.(a)
= det :)‘I”B_ A A\ I;? A: ) d’apres la question 27.(b)
= det ( :)\I"E_ 4 /\I;? Z: ) car A € R
= xm(A)

Ainsi, x s et Xar coincident sur Pensemble infini R. Done, xar = Yaz et xar € R[X].

29. a)

b)

. X X n o
Soient ((Y;) , (Yj)) € (C" x C")? et (A, p) € R
X4 Xy AXq + pXo —)\?1 — p?g X4 X5
( (Yl) “(Yz)) (mwn) (mere (Axlwxz vi) TNy
Soient (A, B) € 4, (C)* et u € £ (C" x C") canoniquement, associé [ 4

B z]
)

donc,

. Alors, pour tout

() () - GEAD
(1) (55 - () )

Donc, u et § commutent.

et

009: —IanXCn

Posons v = (‘;S) = <(mk)1<k<">. Soit (A, p) € C? vérifiant
Ik)1<k<

X Y\ (AX —u¥\ (0
() () - (005 - 6)
Il existe ko € [1,n] tel que (2, Yx,) # (0,0), puisque v non nul.

On déduit de I’égalité précédente que

)‘yko +,U/£E_]m: 0

C’est un systéme linéaire homogene en (X, ) de déterminant || + |y, |* > 0.
C’est donc un systeme de Cramer et (A, u) = (0,0).

Ainsi, (v, 0(v)) est C-libre.

Soit (a, B) € C2. Alors, comme VA € C,Vw € C" x C", 0 (Aw) = N(w),

O(av + BO(v)) = a@b(v) + B(6 o 8)(v) = @h(v) — Bv € Vecte (v,0(v))
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30.

d)

b)

Posons F' := E N Vectc(v, 8(v)).

I est un sev de C" x C" stable par §. Comme v & E, Vectc(v,0(v)) ¢ E. Ainsi, dim(F) < 1.
Supposons que dim(F) =1 et fixons w € F non nul. D’apres la question 29.(c), (w,(w)) est libre
et O(w) € F, puisque F est stable par 0. Absurde.

Donc dim(F') = 0 et E N Vecte(v,8(v)) = {0}.

A

-B A
et \ est aussi une valeur propre de M. Notons m la multiplicité commune de A et .

Posons M := [ ] . Comme x5 € R[X], X\ est une racine de xa; de méme multiplicité que X

Notons u ’endomorphisme de C" x C" canoniquement associé & M. D’aprés la question 29.(a), 6

d
et u commutent. Soit P := Zaka € C[X]. Alors,
k=0
d d d
foP(u)y==0o (Zamﬂ“) = Za_kﬁouk = Z@uk 0f = (Za_kuk> 00 =P(u)ob
k=0 k=0 k=0 k=0

En particulier, _
fo(u—Ad)™ = (u—-A1d)" 08

Donc, pour tout v € Ey = Ker ((u — A1d)™),
(u—X1d)" (0(v) = 0 ((u — AId)"™ (v)) = 6(0) =0 donc  6O(v) € Ker ((u - de)"‘) — E,

Ainsi, 0 (EY) C EX.
Par ailleurs, dimg (E)) = dimc(E) = m, donc dimg (E}) = dimg(E5) = 2m. Or 6 est un auto-
morphisme du R-espace vectoriel C* x C™. Donc, dimg (8 (E})) = dimg(E}) = dimR(E’X). Ainsi,
0 (E)) = EX.

Supposons que A € R. Alors, d’apres la question précédente, EY est stable par 6. Supposons que
dime(E}) soit impaire.

Soit v1 € E4 non nul. Alors Vectc(vi,0(v1)) est un plan stable par 6 inclus dans E) (car EY est
stable par ¢) d’apres la question 29.(c).

Soit k € N*. Supposons construits vy, ve, ..., vy tels que Vecte(vq, 6(v;)), 1 < @ < k soient des plans

stables par 6 vérifiant
k

@Vect(c(vi, 0(v;)) C EX

i=1

k
Comme dim¢ (@ Vecte(v;, 6’(vi))> = 2k et dimc (F}) est impair, l'inclusion précédente est stricte.
=1
k
On fixe alors wi11 € E} tel que wi11 & @Vectc(vi, 0(v;)).
i=1
k
Comme @Vectc(vi, 0(v;)) est stable par 6, d’aprés la question 29.(b), Vecte(vi+1,0(vg+1)) est un
i=1

plan stable par 6 inclus dans E} (car EY est stable par ) et

k
(@ Vect(g(vi,e(vi))> N Vecte (vg+1,0(vik+1)) = {0}

Ainsi,
k+1

@ Vecte(vi, 0(vi)) C Ey
i=1

1
On aboutit a une contradiction dés que k > 5 dimc(EY). Ainsi, E est de dimension paire.
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31.

A B
-B A
racine complexe de multiplicité m, alors X est également une racine de multiplicité m.

Soit (A, B) € M, (C)2. On pose M = [ ] On a montré que xps € R[X]. Ainsi, si A est une
On factorise xp dans C[X]

S

xar =[] = X)X = X)m [ = )

i=1 j=1

ol A1, ..., A sont les racines non réelles a partie imaginaire strictement positive et ou p1, ..., s sont les
racines réelles.

D’apres la question 30. pour tout j € [1,s], n; = dimc (E;/u) est pair.

Ainsi,

det (M) = H X7 H ,u,?j eRy
i=1 j=1
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3.2 Seconde épreuve écrite

Le sujet est téléchargeable a ’adresse suivante :
http://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agregation_interne/22/4/s2018_agreg_interne_
math_2_887224.pdf

3.2.1 Présentation du sujet

Dans ce probleme, 'objectif est d’étudier la ligne d’équidistance de deux fermés de R? séparés par
une droite.

Dans la partie I-A, on revoit quelques propriétés classiques sur la notion de distance & une partie.
Dans la partie I-B, on étudie quelques exemples dans M,,(R) muni de la norme liée au rayon spectral.
Dans la partie II on s’intéresse a un exemple de points d’une courbe a égale distance d’une droite.
Dans la partie III, on introduit la notion de courbe médiatrice de deux fermés de R? séparés par
une droite et on étudie sa continuité.

Dans la partie IV, on méne une étude plus fine et on montre I’existence d’une asymptote dans le cas
ou les fermés sont compacts.

Signalons que I'on peut établir la dérivabilité a gauche et a droite en chaque point, et méme la déri-
vabilité si les fermés sont en plus convexes.

Les ingrédients pour ce probléme relevaient de la topologie, de la compacité, de I'algebre bilinéaire,
des suites et séries de fonctions et de l'informatique.

3.2.2 Remarques générales

La clarté, la rigueur, la précision et la concision de la rédaction sont des éléments importants d’ap-
préciation des copies. De nombreux candidats perdent des points précieux dans les questions les plus
accessibles du probleme par des défauts de rédaction.

Les arguments trop souvent invoqués tels que : « c’est évident », « forcément », « on voit facilement
que » ne constituent pas une preuve sauf a citer en quelques mots simples ce qui est évident, facile
ou forcé.

L’utilisation des hypotheses données dans I'énoncé doit étre signalée au moment opportun et non
en vrac en début de réponse, afin de bien faire ressortir I'articulation du raisonnement. Il ne faut
pas hésiter a illustrer ses idées a 1’aide de dessins clairs et convaincants comme I’avait suggéré I’énoncé.

Il faut que les futurs candidats soient persuadés qu’ils ne perdront pas de temps ni de points, bien
au contraire, en proposant une rédaction compléte et rigoureuse des questions qu’ils auront résolues
(tout en sachant rester concis...). Le jury a particulierement apprécié certaines copies bien rédigées
montrant un niveau mathématique solide, une fluidité et une pertinence dans les arguments de ré-
daction.

Par ailleurs, ce probleme était volontairement de difficulté progressive et découpé en parties large-
ment indépendantes pour permettre aux candidats de mettre en valeur leurs différentes compétences
sur des thémes variés. Si le grappillage est déconseillé, il est tout a fait compréhensible qu'un can-
didat se sente peu a l’aise avec les notions développées dans une partie donnée ou soit bloqué apres
une recherche sérieuse, lorsque la difficulté devient trop élevée. Le candidat a alors tout intérét, soit
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